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Глава 1

Множества

1.1 Множества, подмножества и элементы
М н о ж е с т в о  состоит из элементов. Элементы должны быгь различимы. Это 

означает, что для любых двух предметов, входящих в данное множество, мы 
должны иметь возможность сказать различны они или одинаковы. Элементы 
должны быть определенны. Условие определенности означает, что если дано 
какое-то множество и некоторый предмет, то можно ск&зать яаляется ли данный 
предмет элементом рассматриваемого множества или нет.

Запись х  € М  означает, что элементх  принадлежит множеству М ,  х  &  М  - х  
не принадлежит М .  Множество можно задать двумя способами: перечислением 
или описанием.

Если М  состоит из элементов хі, х і , . . то пишут 

М  =  { х и х 2, . . . }

Если М  состоит из элементов х  таких. что выполнено некото|юе свойство Р(ж), 
то пишут

М  =  { х  | Р ( х ) } .
Количество алементов множества называется порядком. Порядок множества 

А  обозначается так: |Л|.
Порядок может быть конечным или бесконечным. Например, |Л| конечен, 

более точно |Л| =  42, если Л -  множество букв казахского алфавита. Пример 
бесконечного множества -  N.

Пример.

• N  -  множество иатуральных чисел {1,2,3,...}

•  Z -  множество целых чисел , -3 , —2, -1 ,0 ,1 ,2 ,3 ,...}

• Z+ -  множество целых неотрицательных чисел {0,1,2,...}

• Q -  множество рациональных чисел {p/q  : р , q € Z, q ф 0}



• R  -  множество действительных чисел

• С -  множество комплексньіх чисел, т.е., множество чисел вида а +  І/і., где 
a , Ь 6 R.

П ример. Множество "неделя" можно задать описанием: "веделя11 состоит 
из дней недели. Все знают что такое дни недапи и это есть корректное опре- 
деление множества "неделя". Это же множество можно задагь перечислениеы 
всех его элементом:

"неделя"={ понедельник, вторник, среда четверг, пятница, суббота, воскре- 
сенье}.

Іірим ер. Множество 'Траждано Казахстана" проще задать оиисанием. Есть 
простой способ определить гражданство: человек предъявляет удостоверение 
личности или паспорт. Задать множество "Граждане Казахстана" перечисле- 
нием затруднительно чисто в техническом плане.

Не следует искать глубокий смысл в различиях способов задания множеств. 
Эти различия достаточно условны. Главное -  должна быть эффективная про- 
цедура, которая позволяла бы вам определить лежит ли рассматриваемый эле- 
мент в вашем множестве или нет.

ІІример. Множество умных людей. Является ли это множеством в мате- 
матическом смысле ? Нет, поскольку нет формальной процедуры, которая поз- 
волила бы вам определить является ли интересующий вас человек умным или 
нет.

П ример. Единичный квадрат можно задать рисунком на координатной 
плоскости

У

1

или в виде множества решении неравенсгв

{(i, у) € R 2| 0 < i  < 1, 0 < у < 1},
или, еще проще, в виде решении неравенсгв

\х -  1/2| < 1/2, \у -  1/2| < 1/2.
П ример. Повернутый на т г/і квадрат ео стороной х/2 можно задать в виде 

картинки
У

■4



в виде множества решении неравенств

і  +  у  < 1 , если 
х — у  >  — 1, если 
х  +  у  >  -1 , если 
х  — у  < 1 , если

0 < * < 1 , 0 < к < 1  
-1  < х- < 0,0 < у  <  1 
-1  < х  < 0, -1  < у  <  1 ’ 
0 < х  < 1 ,-1  < у  <  0,

или проще, неравенства
W + M < 1-

В  -  п од м н ож ес тво  множества Л , если Vx € В  => х  e  А .
Различие между 6 и С. Первый относится к элементам, второй к подмно- 

жествам. Например, 1 e  N, но {1} с  N. Итак, если есть элемент х  , то из него 
можно построить одноэлементное ыножество {х}, взяв его в фигурную скобку.

1.2 Парадокс Рассела
П ример. Е полку один из солдат, который умеет брить назначаен парик- 

махером. Генерал издал гіриказ: парикмахер должен брить тех и только тех, 
которые ие бреются сами. Сможет ли парикмахер брить самого себя ?

Пусть А  -  множество солдат, которые не бреютея сами. Тогда А  -  множество 
солдат, которые бреются сами. Допустим, что парикмахера зовут Билл. Вопрос 
состоит в том, что

Билл 6 А  или Билл € Â .
Покажем, что на этот вопрос нет непротиворечивого ответа. В этом и состоит 

парадокс. Это означает, что А  нсльзя рассматривать как множество.
Пусть Билл ç  А . Тоғда Билл сам себя не бреет. Значит, согласно приказу 

генерала его должен брить парикмахер (он же Билл). Иными словами, парик- 
махер бреет самого себя. Противоречие: Билл 6 Л.

Рассмотрим теперь случай Билл e  А .  Тогда Билл сам себя бреет. Значит, со- 
гласно приказу генерала Билла парикмахер брить не должен. Поскольку Бшіл 
и парикмахер оно и то же лицо, это означает, что Билл не бреет самого себя. 
П]Х)тиворечие: Билл € А .

Имеется система аксиом теории множеств, которая носит имепа Цермело- 
Френкеля. Она запрещает возникновение такого рода парадоксов. Мы не можем 
углубляться в аксиоматические дебри теории множеств. К счастыо, множества 
рассматриваемые на нашем курсе (конечные множества, числовые множества, 
и т.д.) лишены такого рода трудностей.

1.3 Булеан. Диаграммы Венна
П у с т о с  м н п ж е с т в о  обозначается так: 0. Это множество, в котором нет ника- 

ких элементов. Пустое множество является нодміюжестпом любого множества.
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Универсалъное множество определяется из контекета. Это множество, ко- 
торое содержит все рассматриваемые множества. Стандартнов обозначение уни- 
версального множества, применяемого в этой работе -  U .

Булеан множесгпва -  множество всех подмножеств множества
Диаграмма Венни -  представление множества в виде геометрических фигур 

(обычно в виде кружка).
Равенство множеств. Множества А и В  равны, обозначение: A =  В, если 

A Ç В  и В Ç А.
П ример. Пусть А = {а,Ь,с} и В — {с, һ, а, с}. Тогда

А С В ,

поскольку
a  € A => a € В,

ь е л = > і > е  в ,

с е  л  =ф- с € в .

Обратно,
В С А ,

поскольку
с €  В  =*■ с б  А,

6 € В Ь 6 А,

а 6 В  => о. 6 Л,

с €  В  => с 6  А.

Следовательно,
А =  В.

Этот пример показывает что, порядок перечисления или повторение элемен- 
тов в миожествах не имеют значения. Обычно стараются перечислять элементы 
в порядке возрастания или убывания относигельно какого-то порядка и стара- 
ются по возможности не повторять одни и те же элементы иесколько раз.

1.4 Тождества алгебры множеств
Операции на множествах удовлетворяют следующим тождествам

• A u  A  =  A ,  А  Г\ A  — А  (идемпотентность)

•  Л и  В  — B U  А ,  А П В  =  В п Л  (коммутативность)

•  ( A  U В )  U С  =  A  U ( В  U С ) ,  (Л П В )  П С  = А  П (В П С )  (ассоциативиость)
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.  (Л U B)  П C  =  (Л П C )  U ( B  П C), (Л П B )  U C  =  (Л U C )  П ( B  U C )  
(дистрибутивность)

• Л U 0 = Л, Л П t/ = A
A u U  =  U,  Л П 0 =  0 (нейтральность)

• Â  =  Л(инволютивность)

• Л U Л = (/, Л D Л =  0
U  ~  0, 0 =  [/ (дополнение)

• ( Л и В )  =  Л п В ,  (Л П if) =  Л U В (Де Морган)

Есть два способа доказательств такого рода тождеств. Первое -  с помощыо 
диаграмм Венна. Второе доказательство основано на формальном определении 
равенства. Чтобы установить X  =  Ү  надо проверить, что

х 6 X =*■ і е Ү

и
у е Ү ^ у е Х .

Проиллюстрируем оба способа доказательств на примере тождеств алгебр 
множеств.

Докажем тождество ассоциативности по объединению с помощью диаграмм 
Венна. Имеем

A U B  = ( A U B ) U C  =

С  другой стороны,

Поэтому



(A U B ) U C  = =  A  U (B U C )

Докажем вторым способом тождество Де Моргана

( A U  В )  =  А П В .

С одной стороны,

i  £ (/I U ö ) => і  € !/,х ^  (Л U В) 6 х  & А , х  & В  =*■ х  6  А , х  €  В.

Следователыю ______
(AUB) Ç АПВ

С другой стороны,

х  6 АпВ => і б  Л, і  6 В ё U, х  £ А , х  £ В  х ç. U, х  АиВ =*• х  6 ( A  и В).

Следовательно ______
Д п В  Ç (ЛиВ) .

Тождество Де Моргана доказано полностыо.

1.5 Задачи

1. Можно ли определить множество капель в стакане воды ?

2. Можно ли определить ыножество множеств не содержащих себя в каче- 
стве элемента ?

3. Является ли множество круглых квадратов подмножеством множества N
?

4. Какие из следующих утверждении верно ? В случае отрицательного от- 
вета привести контрпример.

• {5 , 6 } 6  {{1 , 2 , 3 , 5, 6}, { 1 , 3}, 3, 5 , 6}
•  7 6  {{5,6,7,8}},

• {1} 6 N
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Ш ш

•  1 6 N

• {a} Ç {{o.}}

• W  6 {{“}}

5. Какие из следуюіцих утверждении верно ? В случае отрицагельного от- 
вета привести коитрпример.

•  Если A  е  Д, В  6 С, то Л 6 С.

• Если А С В , В С С т о А С С

•  Если х  €  Л, то {х} ç  А.

• Если {ж} С Л, то х  € А.

6. Какие из следующих множеств равиы {a, 6, с}, {с, 6, а,  с}, {6, с, 6, a}, {с, a. с, Ь} ?

7. Равны ли множества
a) {{1,2}} и {1,2}
b) {{1,2}, {2,3}} {1,2,3}

8. Заданы множества 0,/1 =  {1},В =  {1,3}, С =  {1,5,9}, £) = {1,2,3,4,5}, £  =
{1,3,5,7,9}, (7 =  {1,2, . . . ,  9}. Какую из знаков Ç или 2  необходимо ставить 
между следукицими парами: 0, Л; А , В ;  В , С ;  В , Е ;  С ,  D;  С , Е ;  D , E \  D , U .

9. Докажите, что из условия A U  В  — А и С  не  следует, что В  =  С.

10. Пусть (/ =  N, Л =  {1,2,3,4}, В  — {3,4,5,6,7},С  =  {6,7,8,9} Е -  множе- 
ство четных натуральных чисел. Найти

.  А , В , С

•  А \ В . В \ С , С \ Е ,

• А и  В ,  В  П С , А Г \  В ,

• л е в ,а ®с ,в ® с.

11. Задайте следуюідие множества с иомощыо описания элементов

•  {0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 }

• {2,4,6,8,10}

• { 1 , 4 , 9, 16 , 25 , . . . }



{2,3,5,7,11,13,17,19,23,...}

{-1.1}

12. Задать следующее множество с помощью нсравенств

13. Задайте следующие множества с помощью перечисления элементов

• { ı e Z :  2х2 -  З і  +  1 =  0}

• { і  6 R  : 2х2 -  Зх + 1 =  0}

• {х € R  : (х — 1)(х3 +  1) =  0}

.  {х 6 С : (х -  1)(х3 + 1) = 0}

14. Пусть nZ = {па : o e  Z} -  множество чисел кратных на п. Рассмотрим 
множества 2Z,3Z,5Z,6Z, множество целых чисел окончивающихся на 0 и мно- 
жество степеней 2. Какие из этих множеств являюгся подмножествами других 
? Что является их общим надмножествон ?

15. Найти объединения и пересечения множеств 3Z U 12Z и 3Z П 2Z, 3Z П
12Z, 12Z D 15Z.

16. Найдите булеан множества {1,2,3,4}.

17. Докажите тождества алгебры множеств двумя методами (с помощыо 
диаграмм Бенна и с. помощыо исследования элементов в левых и правых частях 
равенств). Обратите внимание иа дуальность тождеств.

18. С помощью тождеств алгебры множеств доказать, что

( Л и В ) П ( Л и й )  = 4 

(4 U В )  \  ( А  П В) =  (4 \  В )  U ( В  \  4).
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Этот результат показывает, что симметрическую разность Л ф В  можно опре- 
делить двумя способами.

1 9 . Пусть A  = {a,l/,c,d}. Найти класс подмножеств, которые содержат по 
три элемента. Найти класс подмножеств, которые содержаг а и два других 
элемента. Сколько мементов имеют эти классы множеств и который из них 
является подклассом другого ?

20. Пусть А  —  {1,2,..., 9}. Какие из следующих совокупностей нодмно- 
жеств задают разбиение множества А ?

• ({1.3,5}, {2,6}, {4,8,9}]

• [{1,3,5} , {2,4,6,8} ,{5,7,9}]

• ({1,3,5} , { 2,4,6,8} , { 7, 9})
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Глава 2

Отношения и функции

2.1 Декартово произведение и отношения
Декартово (или прямое) произведение множеств А\. А2, ■ ■ ■, Ап определяет- 

ся как множество упорядоченных поеледовательностей {(аь  о2, . . .  , а „ )  | аі 6 
А2, а2 € А2, • ■ •, ап € А„}. Обозначение: Аі х А2 х • ■ ■ Ап или П"=і или, краг- 
ко, П И і-

П ример. Пусть А \  — { х , у } , А 2 =  { р ,  q, г}, А :і =  {1,2}. Тогда 

А і  х А 2 х А 3 =  { ( x , p , l ) , ( x , p , 2 ) , ( x , q , l ) , ( x , q , 2 ) ,

(х , г, 1), ( х ,г, 2), (у,р, 1), (у,р, 2), (у,ç, 1), (у, q, 2),(у, r, 1), (у, г, 2)}.
Отношение. Для множеств А и В  отношение определяется как подмноже- 

ство Я С А  х В .  Если (а ,  Ь) € Я то будем писать аЯ6. Если (а, 6) £  Я то будем 
писать а  Щ>.

Универсальное огппошение. R = А х А
Пустое отношение. R = 0 С А  х А
Пример. Пусть А  =  {яйцо, молоко, кукуруза} и В  =  {корова, коза, курица}. 

Определим отношение Я из А в В  ііо правилу аЯЬ, если 6 производит а. Тогда

яйцо корова

Я =  {(яйцо,курица),(молоко, корова),(молоко,коза)}.
Пример. Определим отношение на множестве R  по правилу x R y ,  если х 2 + 

у 2 =  25. Тогда Я можно представить в виде окружности радиуса 5 на плоскости:

12

ж

Пусть R  -  бинарное отношение из А  в Н.
О б л а с т ь  о п р едел ен и я ,

D o m ( R )  =  { a  | (a, Ь} € Я, для некоторого Ь € В } .  

О б л а с т ь  з н а ч е н и и ,

I m ( R )  — {6 | (а ,6) € Я, для некоторого а € А } .  

Отношение на (конечных) множествах можно задать

• перечислением, например, R — {(а ,5), (а, с), (Ь .d ) }

• матрицей

(А ) д . . _  |
'  1J ' ’ İJ 1 0, в противоположном случае

• описанием, например, в множестве людей a R b ,  если Ь~ отец а.

виде графика функции, например, x R y , если у  =  х/2.

Типы отпноіиении R  Ç А х Л:

• Я - ре^ілексиөно, если aRa, для любого а 6 А. Пример, "жить в одном 
городе".

• Я - ангпирефлексивно, если аДа для всех а € А  Пример, "быть сыном".

• Я- симметрическо, если aRb => bRa. Пример, "работать наодиой фирме".

• Я - антисиммегпрично, если aRb, bRa =*• a =  Ь. Пример, "быть нача/іьни- 
ком".

• Я- транзитивно, если аЯЬ, ЬЯс => аЯс. Пример, "быть моложе".

13



2.2 О тнош ение эквивалентности

Э к в и в а л е п т н о с т ъ . R  -  отношение эквивалентности, если оно рефлексивно, 
симметрично и транзитивно.

П ример. Универсальное отношение является отношением эквивалентности.
П ример. Пусть А  ф  0 и а  6 А . Поскольку (а, а) ф 0, пустое отношение не 

является отношением рефлексивности. Поэтому пустое отношение не является 
отношением эквивалености.

К л а с с  ж в и в а л е н т п о с т и  элемента а  6 А  относительно отношения эквива- 
лентности R  определяется как подмножество алементов Ь e  А  находящихея в 
отношении R  с а:

Я(а) =  {6 | (а, Ь) € Я}.

Тогда
R ( a )  U Я (Ь ) ф  0 => Я(«) =  Я Щ ,

A  = UaeA R (a ) .

(Докажите !)
П о л н а я  с и с т е м а  к л а сс о в  э к в и в а л е ю п н о с т и . Назовем систему классов экви- 

валентности H(aj), Я ( а г ) , . . . ,  полной системой, если

• Я ( а і ) ,  Я(а2) , . . . ,  -  различные классы эквивалентности,

• А  =  иі>іЯ(аі).

Элемент b 6 А  называется п р е д с т а в и т е л е м  класса Я(о), если Ь € Я(а), т.е., 
(а ,Ь ) е  Я .

Ф а к т о р -м н о ж е ст в о . Для отношения зквивалентности Я множество р (А )  = 
(Я(аі), Я(о2) , ...} , элементами которых являются полные системьі классов эк- 
вивалеитности, н&зьівается фактор-множеством. Вместо р { А )  часто использу- 
ется обозначение: A / R .

П ример. Пусть A  =  Z. Определим отношение (а,і) e  R, если а - Ь  делится 
на п . Обычно в таких случаях пишут а  =  b (m o d  »). Имеется п  различных 
классов эквивалентности

Я(0) =  { n k  | к  € Z},

Я(1) = {1 Ч- пА: | A e Z},

Я(п — 1) =  {п — 1 + nfe | fc €  Z}.

Таким образом, фактор-множество состоит из п  элемеитов. Обычно фактор- 
множество обозначается так: Z/nZ.

Р а з б и е н и е  множества А  -  предсгавление множества А  в виде объедииения 
непересекающихся непустых подмножеств А і , і  € /, где I некоторое множество 
иидексов. Другими словами,
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• л =  и іе І А і

• A , U Л_, — 0 если і  ф  j .

•  А іф Ц >  для всех і  € /.

Теорема. Разбиение { А і , і е  /} множества Л задает отиошение эквивалент- 
ности

R  — {(а, Ь) | Зг € /  такой, что a, b €  А і } .

Обратно, пусть R  С  А  х А  отношение эквивалентности. Тогда ііолняя система 
классов эквивалентности {Я(аі), К (а ?): ...}  задает разбиение множества Л .

П ример. Пусть A  = {1,2,3,4, 5,6}. Тогда А  =  Лі U А і  U Л3-  разбиение, где 
А і =  {1,3}, Л2 — {2,4,6}, Л3 =  {5}. Этому разбиеішю соответствует следующее 
отношение эквивалснтиости

Я =  {(1,3), (3,1), (2,4), (4,2), (2,6), (6,2), (4,6), (6,4),

(1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5), (6,6)}

П ример. Пусть Л =  {а, 6, с, d , е , /} . Тогда

Я = {(а, а), (6, Ь), (с, с), (d, d), (e, e), (/, / ) ,  (а, Ь), (6, a ) , (с, e), (e, c),

(a, /),(/, a), (6, /),(/, 6)}
является отношением эквивалентности. Ему соответствует разбиенис Л = Лі U 
Л2и Л 3, где Лг = {а,6, / } ,Л 2 = {с,в},Л3 = { d }

П ример. Имеется всего 5  различных отношении эквивалентности па мно- 
жестве из трех элементов А  =  { а ,Ь , с }  :

Яі =  А  х А ,

/?2 = {(a,a),(6,6),(c,c),(a,6),(6,a)},

R 3 =  { ( a ,  a), (Ь,6), (с,с), (a,c), (c,a)},

Я4 = {(a,a),(6,&),(c,c),(6,c),(c,b)},

R s =  {(a,a),(b,6),(c,c)}.

Этим отпошениям соответствуют разбиения

A  =  Ль  Лі =  {a,b, с},

Л =  Aı U Л2, Аі =  {«, 6}, Л2 — {с},

A  =  A t U A 2, Лі =  {а,с}, Л2 =  {fe},

Л =  Лі U Л2, Лі =  {Ь, с}, Л2 — {а},

Л — Л i U Л2 U Л3, Лі — {а}, Л2 — {Ь}, Л3 ~  {с}.
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2.3 Отношение порядка
Отношение R  задает отношение порядка, если оно рефлексивно, антисим- 

метрично и транзитивно.
Пример. Отношение a <  b определенное по правилу а\І> задает иорядок на 

множестве N
Частично упоряОоченное множестпво -  Множество с отношением порядка. 
Пример. Вулеан относительно включения (Р(А) ,С ) - частично упорядоче-

Пусть (А, <) частично упорядоченное множество. Говорят, что х  6 А покры- 
вает у G А . если х < у  и не существует такого элемента z  € А,  что х < у < z. 
Диаграмма Хассе множества (.4. <) : точки соответствуют элементам мнояіс- 
ства А  и две вершины х  и у  соединены, если у покрывает х, причем х  располо- 
жен ниже чем у.

{ а ,  Ь, с}

{«, 6} {а, с} {?і, с}

Пример. Булеан Р({а, b.cj) и его диаграмма Хассе

Пример. Множество (N, -<), где а а\Ь частично упорядочено.
Квазипорядок (или предпорядок) -  рефлексивное и транзитивное отношение.
Пример. Множесгво (Z, -<) относительно порядка а ■< b а|Ь квязиупо- 

рядочено. Это множество не является частично упорядоченным. Например, 
- 3  ч  3, 3 -< -3 , но -3  ф  3.

Липейный поряднк. Порядок R  на множестве А  линеен, если для любых 
a, Ь € А имеет место aRb или bRa.

Л и н е й н о  у п о р я ііо ч ен н о е  м н о ж е с т в о  -  Множество с отношеиием линейного 
порядка.

Пример. (N, <) линейно упорядочено отиосительно обычного порядка <.

2.4 Операции над отношениями
Поскольку отношения являются подмножествами, все операции над мно- 

жествами допустимы над отношениями. Для Rı ,Rı  Ç А  х В  естественными
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путями определяются новые отношения (объединенеие, пересечение, разиость, 
гимметрическая разность отношении) Яі ü  Я2, R ı П Л2, R ı \  Л2, R ı  Ө Я2 Q  А х  В .

О б р а т п о е  огп н о іи ен и е . Для Я Ç  Л  х В  обратное отношение определяется 
так:

Я - '  =  { (М ) І(« ,Ь )6Л (.

Имеется еще одна оиерация, которую нельзя получить из операции алгебры 
множеств. Эта оиерация -  композиция отношении Яі о Я2.

К о м п о зи ц и я  о гт и т ш іи и . Пусть Я і е  А  х В , Я2 Ç В  х С, Тогда отпошенис 
Яі о Я2 С  А х С  определяется по правилу

R ı o fi2 = {(а,Ь) | ВЬе В ,( а ,Ь )  6 R ı , ( b ,c )  е  Я2}.

Теорема. Композиция отношении -  ассоциативиа.
Оііределим степени отношении Я Ç А  х А  по правилу

я1 = Я, Я" = Я О  Я "-1, если п > 1.

Пример. Пусть А множество людсй и отношение Я €Ç Л х А  определяется 
так: (о, Ь) € Я, если а  -  отец 6. Тогда «Я2Ь озпачает, что а  -  дед а .

З а м и к а н и я  о т н о ш ен и и . Пусть Я С .4 х /1. Определим

Яге/ =  Я и { (а ,а ) |а  е  /1} рефлексивіюе замыкание,

R"«m = Я U я г '  симметрическое замыканис,

Я* =  и £ іЯ ‘(гранзитивное замыкание).

Пример. Если A  — R, Я = { ( а ,Ь ) \а  < Ь}. то R ref =  {(а,іі)|а < /)}.
П ример. Если A  =  R, Я =  {(а,6)|а < Ь}, то fi*”*" =  {(а,6)|а ^ Ь}
Заметим что

Я* = {(а ,Ь ) | e  N, (a,,сі), (сі,сд),. . . .  (cfc, 6) 6 Я}.

Теорема. Еели |А| = п, то Я* = UJLjfl*.
Д оказательство. Допустим, что существует последовательность элементов

х 0 , х і .......x m e  А такой, что (х ц , х 1) , ( х і , Х і ) ,  . . . ,  (xm_ı,xm) € Я, и х а =  а, ж,„ =
һ. Докажем, что для ліобых о, 6 6 А длину последовательности та можио подо- 
брать таким, что m <  п ,  если a =  Ь и т  <  т ,  если а  -ф Ь.

Рассмотрим случай а  =  Ъ. Допустим, что m  >  п  +  1. Тогда і іо принципу 
Дирихле среди т  элементов і і ,  х2, . . . ,  х т €  {аь  . . . ,  а„} существуют по крайней 
мере 2 одинаковых. Пусть например, ц  =  X j , 0 < i < j  <  m. Тогда имеется 
[іоследователыіость х0 = а,  х і,х 2, .. . ,X;,Xj+ı, . . .  , х т =  a  € А  длины < т  такой, 
что (а,  і і ) , . . . ,  (і і - і .Ді), (Xj, xj+ ı ) , . . . .  (xm_b a) е  Я. Повторяя многократно эту 
процедуру многократно можно построить последовательность дпиііы т  < п  

требуемыми свойствами.
Случай а ф Ъ  оставляется в качестве упражнения.

Ь р 63Г
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Пример. Если A = {a;, у, z} и Я = {(ж,д), (у, z), (z, z)}, то

Л(2) = {(z,z),(«/,z),(z,z)}, 

fi<3> = {(ı,z),(g,z),(z,z)} =  fi‘2>.
Поэтому

Я* = я и я (2)и й (3) = {(x,y),(y,z),(z,z),(x,z)}.

2.5 Функции
Отношение f  Ç  А  х  В  называется функцией, если

• D o m  f  — A

•  І т  {  Ç В

•  (a , b ı)  6 / ,  (a, Ы  € /  =* 6ı =  h -

Таким образом, функции -  частный случай отношении. Чтобы задать функцию 
нужно задать три вещи: правило / ,  область определения А  и область значении 
В, при этом одному значению х  €  А  соответствует ровно одно значение у  €  В .  

Обычно пишут у — { ( х ) .  Другие обозначения для функции: /  : А  —* В , Л  -н 
В , /  : і н  f ( x ) .

И н ъ ек т и в н о с т ъ . Функция /  : A  —* В  называется инъективной, есля /(a )  = 
/ ( a і) =Ф> a =  Иногда вместо термина "инъективный" используются другие 
слова: мономорфизм, вложение или отображение "в".

С ю р ъ е к т и в н о с т ь . Функция /  : А  —* В  называется сюръективной, еоли для 
любого Ь 6 В  существует a  e  А  такое, что b =  f ( a ) .  Иногда вместо терми- 
на "сюръективный" используются другие слова: эпиморфизм, наложение или 
отображение "на".

Б и е к ц и я . Функция /  : A  —* В  биективна (взаимно одмозначна), если /  инъ- 
ективна и сюръективна.

П ример. /  : R  —* R, х  ь-> х 2, -  не инъективна и не сюръективна.
П ример. /  : R  —> R +, х  >—> х 2. -  сюръективна, но не инъективна.
П ример. /  : Z —* Z, х  һ-* 2 х , -  инъективна, но не сюръективна.
П ример. /  : R  —• R, а: і—> 2ж — биекция.
К о м п о з и ц и я  функции f  : Л  —> В , д  : В  —> С  определяется как функция 

y o  f  : A  —> С ,  ( y o f ) ( a )  =  g(/(a)).

П ример. Пусть /  : R  —> R, х  н+ 2ж +  1 и д  : R  —* R, х  >—> ж2 +  2. Тогда 

у  o  f  : R  —>R, і н  4ж2 +  4ж + 3,

/  og : R  —> R, і н  2.Т2 + 5.
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Этот пример показывает что операция композиции на множестве функции не 
является коммугативноіі: /  o g /  д  o  J.

Теорема. Композиция функции ассоциативна. Для любых трех функции 
A - ^ > B , B - ^ C , C —> D  выполнено равенство

h o ( g o f ) = ( h o g ) o f .

Д оказательство.

{ h , o ( g o f ) ) ( a )  =  һ ( д  o f ) ( a ) )  =  h ( g ( f ( a ) ) )  =  ( h ° g ) ( f ( a ) )  = {(/t o д )  o  /)(а).

Обозначение для множества функции из А  в В:  Х ( А ,  В )  или В А .
О п ерац и и . Пусть А п =  /1 х х А  Функция /  : А п —► А  называется п -

п
местной операдией на .

При малых п  имеются специальные названия: 1-местная операция -  уиарна, 
2-местная операция -  бинарна. Бинарную операцию часто называют умноже- 
нием. Умножение элементов f ( a , b )  иногда обозначается так: а  х b, а  +  6, а  ■ Ь, 
a o b  или а * Ь  и т.д.

П ример. Всякую функцию /  : А  —> А  можно рассматривать как унарную 
операцию.

П ример. Пусть A  =  Т ( Х ,  X ) .  Композицию функции из X  в X  можно рас- 
сматривать как операцию умножения в множестве функции ^ ( Х , Х ) .

Пример. Пусть A  =  M a t„  -  множество квадратных матриц. Умножение 
матрид задает бинарную операцию на множестве M a t n .

Операции композиция фуикции и умножение матриц -  ассоциативны, но не 
коммутативны:

ho( gof )  = (һ og)of ,  

для любых функции или матриц / ,  д , һ  но

f  ° Э І =  9 °  !

для некоторых функции (матриц) /,<?.
Пример. Операция вычитания Z неассоциативиа:

{ а  -  Ь) -  с ф  а  -  (Ь -  с), например, 5 -  (3 -  2) =  4 ^  0 =  (5 -  3) — 2.

Пример. Операции объединения и пересеченвя множеств ассоциативны. 
Пример. Операдия разности множеств неассоциативна:

А \ ( В \ С ) * ( А \ В ) \ С .

Например для Л — {а, 6, с}, В  =  { Ь , с } , С  =  {с}, имеем

А \ В  =  {а}, В  \  С  =  {Ь} =» {A  \  В) \  С  =  {а} ф  A  \  ( В  \  С )  =  {а,с}.
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П ример. Пусть А  =  R[x] -  множество полиномов и д  : R[x] —* R[x], f ( x )  ı-> 
-  дифференцирование. Например, д ( х 2 — Зх) =  5х -  3. Для а,Ъ 6 А  опре- 

делим а о Ь  по правилу a о Ь — ад( Ь) .  Тогда

а о ( Ь о с )  Ф ( a  о 6) о с, 

для некоторых a , b ,  с £  А. Например,

1 о ( 1 о і 2) =  2, ( 1 о 1 ) ох2 =  0,

и
1 o (1 о х2) ф (1 o 1) о і 2.

На самом деле имеет место тождество:

a  о (6 o с) — ( a  о 6) o с =  b o ( a  о  с)  — (Ь o a)  о с, 

ддя всех a ,  b, с € А. (Докажите !)

2.6 Задачи

1. Пусть А  -  {1,2}, fi = {а,Ь}. Найти А  х В \  В  х  А \  В х В .

2. Пусть А  — {1,2},ІЗ =  [ а , Ь , с } , С  =  {5,6}. Найти А  х В  х  С.

3. Пусть А  =  {0,1}, В  =  { x ,  y , z } ,  С  =  {х, ш}. Найти (Л х В )  П ( А  х  С )  и 
0 П С .

4. Доказать, что ( А  х В )  П ( А  х  С )  =  А  х  ( В  П С ) .

5. Сколько отношении существуют ич А  = {х. у ,  z \  к В  =  {0,1}?
О т в е т :  Существует 6 элементов А х  В .  Следовательно 2в =  64 иодмножеств 

миожества А х  В .  Значит существуют 64 соотношении из А  к В .

6. Сколько различных отношении эквивалентности суіцествуют на множе- 
стве из п  элементов, где a ) n  =  1, Ь)п =  2, с ) п  =  3, <1)п =  4. ?

7. Сколько различных отношении существуют на миожестве из п  ;мементов
?

8. Сколько существуют инъективиых отображении из множества п  элемен- 
тов в множество из т  элементов, если (n,m) =  (4,3), (3,3), (3,4) ?

9. Сколько существуют сюръективных отображении из множества п элемеи- 
тов на множество из т  элементов, если ( п , т )  = (4,3), (3,3), (3,4) ?
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10. Сколько существуют рефлексивны.х отношении на множестве из п  эле- 
ментов ?

11. Сколько существуют транзитивных отношении на множестве из п  эле- 
меитов для а ) п  =  1; Ь)п =  2; с ) п  =  3 ?

12. Пусть R , S  рефлексивные отношения. Доказать или опровергпуть сле- 
дующие утверждения.

•  R U S  рефлексивное

•  R. П S  рефлексивное

• Я ф S  не рефлексивное

• R \ S  не рефелексивное

• R  o S  рефлексивное

13. Пусть R  -  рефлексивное и транзитивиое отношение. Доказать, что Я" = 
R  для любого п  € N.

14. Пусть R  -  рефлексивное отношение. Доказать, что R n рефлексивно для 
любого п 6 N.

15. Пусть R  -  симметрическое отношение. Доказать, что отношение Я" сим- 
метрично для любого п 6 N.

16. Доказать, что Я рефлексивно тогда и только тогда, когда Я~1 рефлек- 
сивно.

17. Доказать, что отношение Я симметрично тогда и только тогда, когда 
Я = Я"1.

18. Пусть Я не рефлексивно. Всегда ли отношение Я2 не рефлексивно?

19. Пусть А  -  множество студентов и В  -  множество книг в библиотеке. 
Рассмотрим отношения Яі и Я2 из А  в В ,  определенные следующим образом: 
a R \ b ,  если студенту а необходимо нрочитать книгу 6 и аЯ2Ь, если студент а  
читал книгу 6. Опишите упорядоченные пары следующих отношении: а)Яі иЯ 2 
Ь) Яі П Я2 с)Яі Ө Я2 (1) Я[ \  Я2 е) Я2 \  Я,.

20. Ощхеделим на множестве людей отношения Я и S  по правилу a R b ,  если 
u -  ]юдителі> b и a Sb ,  если а и Ь блнзнецы. Найти Я o S  и S  o R.



21. Пусть fiı fi2 -  отношения на множестве А заданные матрицами

МЯі =
0 1 0 \ /  0 1 0
1 1 1

оII 1 1
1 0 0 / V 1 1 1

Найти матрицы соответствующие отношениям a)fiı U fi2 b) К, П fi2 c)flı ф Д2 
d) fiı o fiA e) fi2 o fiı

22. Пусть M r =  (  o î Î ) ’ M S = ( Î  İ  î  
MR< MRuS< MW)S-

. Вычислить Mfnjs. MnnSt

23. Пусть M r  = . Вычислить MroS-

24. Найти сиыметрическое замыкание отношения fi =  {(o, 6)|о, > b} на Z

25. Найти рефлексивное замыкание отношеиия fi =  {(а, Ь)\а -ф 6} на множе- 
стве Z

26. Пусть Mr матрица отношения Д на множестве из п элементов. Тогда 
матрица транзитивиого замыкания Д'

MR. =  Л/д V Л/jj21 V V • • • V Л/jj”1.

27. Пусть Л = {1,2,3,4 } , В — {x ,y ,z}  и Я -  отношение из А  к В  заданное 
по правилу

д  = {(1. w), (1, г). (з, у), (4, z), (4, *)}.
Ддя отношения Д

• найти матрицу отношения

• нарис.овать диаграмму стрелок

• найти обратное отношение

• найти область определения и образ

28. Пусть А — {1,2,3,4,6}. Определим на А отношение Д как х  де.пит у. 
(х,у) € Д «• х\у.

• Представить R как множество упорядоченных пар

•  Нарисовать граф отношения fi.
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• Найти R  *. Как описать R  1 словами ?

29. На множестве А  =  {1,2,3} рассмотрим следующие отношения 

Я =  {(1,1),(1,2), (1,3), (3 ,3 )} ,5=  {(1,1), (1,2),(2,1),(2,2),(3,3)},

Т  — {(1,1,(1,2), (2,2), (2,3)},0 =  пустое отношение,

А  х  А  =  универсалыгое отношение.

Какне из зтих отмошении являются рефлексивиыми, симметрическими, тран- 
зитивными и антисимметрическими ?

30. На множестве А  =  {а, 6, с} задано отношение

R  =  {(а,а), (a,b),(b,c), (с,с)}.

Найдите рефлекеивные, симметрические и транзитивные замыкания R.

31. Отношение подобия на множестве треугольников есть отношение экви- 
валентности. Доказать.

32. Проверьте, что отношение принадлежности одному курсу есть отноше- 
ние эквивалентности. Найти фактор-множество для множества студентов КБ- 
ТУ относительно этого отношения.

33. На множестве целых чисел Z введеы отношкние х  =  y ( m o d n )  если п \ х —у .  
Доказать, что это отношение является отношением эквивалентности и найти со- 
ответствующее разбиение множества Z. Как устроено фактор-множество Z/  = 
?

34. Введем на множестве А  — {(а, Ь) |а, Ь 6  Z,6 ^  0} отношение R  по пра- 
вилу (a , b ) R ( c , d ), если a d  — Ьс. Доказать, что R  -  отношение эквивалентности. 
Описать классы эквивалентности. Установить биекцию фактор-множества A / R  
в множество рациональных чисел Q.

35. Определим на множестве Л  = {1,2,3,4,5, 6} отношение

R  = {{1,1), (1,5), (2,2), (2,3), (2,6), (3,2), (3,3), (3,6),

(4,4), (5, 1), (5,5), {6,2), (6,3), (6,6)}.

Доказать, что является отношением эквивалентности. Найти разбиение A / R .

36. Дчя отношений Р  =  {(х , у ) € R 2|x =  у 2}  и Q  =  { ( х , у )  e  R 2|x - у  >  0} 
найти Р  o Q t Q  o  Р ,  Р  o Р  п Р ~ 1.
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37. Доказать следуюідие тождества

Яі о (Я2 о Я3) = (Яі о Я2) о Я3,

Яі о (Я2 U Яз) = (Яі о Я2) U (Яі о Я3),

Яі о (Я2 П Я3) =  (7?і о Я2) П (Я, о Я3),

(Яі U Я2) о Я3 =  (Яі о Я3) U (Я2 о Я3),

(Я, П Я2) о Я3 = (Яі о Я3) П (Я2 о Я3), 

где ЯЬ Я2,Я3 Ç А х А.

38. Пусть A  =  R[x] -  пространство многочленов. Определим умножение на 
А  по правилу

/ ( х ) о 3(х) =  / ( х ) ^ | ^ .

Налример, ю і 4 = 4х4 Доказать, что выполнены тождества 

(a  o  Ь) o  с  — a  о (6 о с) =  (6 o a )  о  с  — Ь o (с о о),

(a  o b) o с =  (a o с) о Ь,

ддя любых о, Ь ,с  € А,

39. Пуеть A =  R[x] -  иространство многочленов. Определим умножение иа 
А  по правилу

f ( x )  о  д ( х )  =  /(х ) /  g(x) <fc.
Jo

Например, ю і 4 =  х6/5. Доказать, что выполнено тождес-гво 

(a  o  b) o  с  — a  o  (b  o  с  +  с  о  Ь),

для любых а, Ь, с e  Д
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Глава 3

Комбинаторика и теория чисел

ЗЛ Принципы счета
Имеегся два основных правила для счета.
П р а ви л о  с у м м ы . Допустим, что необходимо выполнить задания T t и Т2. 

Предположим, что существует Пі и п 2 возможностей для выполнения задании 
Т \ и Т2, причем задания Ті и Т 2 одновременно невыполнимы. Тогда существует 
п \ +  п 2 возможностей для выполнения одного из задании Т \ и Т 2 .

О боб щ ен н ое  п р а в и л а  с у м м ы . Допустим, что ддя возникновениязадании T i t T 2, . . . , Т к- \  
и Тк существуют П і,п 2, . . .  , Ліс_і и щ  возможносхей соответственно, причем 
яикакие два разных задания одновременно невыполнимы. Тогда суіцествует 
тц + ---- Һ Пк возможностей для выполнения одного из этих задании.

В терминах геории множеств обобщенное правило суммы выглядит так.
Пусть заданы к  множеств А і ,  А 2, . . . ,  А к такне, что А і D A j  =  0 для любых 
і  Ф j .  Тогда

| A j  U  ■ ■ ■ U  Ак\ =  | Л і |  +  ■ • • +  | Л і | .

Доказат&пьство. Пусть задание Т, состоит в выборе аиементов из множества 
А {, где i  =  1 ,... , к .  Тогда существует п, воэможностей дия выиолнения зада- 
ния Т2. Тогда по правилу суммы существует щ  +  ■ • ■ + щ  возможностей для 
выполнения одного нз этих задакии. Иными словами,

\Aı U • • • U  — | Л і |  + -------Һ |Л/с| .

Пример. Студент должен выбрать одну тему для курсовой работы. Суще- 
ствует 3 темы по физике и 5 тем по химии. Сколько возможностей существуст 
дпя выбора тем ?

Ответ: 3—5=8 возможностей.
Щ хівило п р о и зв е д ен и я . Допустим, что задание Т  можно разделить иа два 

подзадания Т і , Т2 так, что эти задания можно выполнить последовательно, сна- 
чала задание Т і и затем задание Т2 Задание Т \ выполнимо щ  сиособами и за- 
дание Т2 выполнимо п 2 способами. Тогда задание Т  выполнимо П іп 2 способами.
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Рис. 3.1: Как бы ни сажали трех зайцев в две клетки всегда найдется клетка, в 
которой содержится по крайней мере два зайца.

О б о б щ ен н о е  п р а в и л о  п р о и зв е д ен и я . Допустим, что задание Т  можно раз- 
делить на к  подзадания Т і.Т і,. . .  ,7* так, что эти задания можно выполнить 
последоватапьно, сначала задание Т \ ,  затем задание Т і  и т.д. Задание 7\ вы- 
полнимо щ  способами, задание Т2 выполнимо способами, и гак далее задание 
Tk выполнимо Пк способами. Тогда задание Т  выпалнимо щ п 2 ■ ■ Пк способами.

Обобщенное правило произведения в терминах теории множеств:

|Лі х A î  X • • • X Afcl =  ІЛіЦАзІ • • • \А к \

П ример. По вкусу мороженое бывают ванильные и шоколадные. По раз- 
мерам они бывают большие, средние и маленькие. Сколько типов мороженых 
существуют ?

Ответ: 2 x 3  =  6 типов.
П ример. Пусть Ғ { А ,  В )  =  { /  : A  —* В )  множество функдии из множества 

порядка п  в множество порядка гп. Найти порядок множества Т ( А ,  В ) .
Ответ: m " .

3.2 Принцип Дирихле
П р и н ц и п  Д и р и х л е . Заданы п предметов и m  ящиков. Требуется разместить 

предметы по ящикам. Если n  >  m, то всегда найдется ящик, в котором нахо- 
дятся по крайней мере два предмета.

Принцип Дирихле легче всего формулировать в терминах зайцев и клеток. 
Основное требование: зайцев должно быть больше чем клеток. Тогда как бы вы 
не пытались улучшить жилищные условия зайдев, вам это не удастся. Всегда 
найдутся по крайней мере два зайца, ко-горые будут недовольны тем, что живут 
в одной клетке (рис.1).



Чтобы применить принцип Дирихле необходимо определиться что понимать 
под зайцами и что под клетками. Например, в следующей задаче под зайцами 
следует понимать школьников, а под клетками -дни года.

Пример. Среди любых п +  1 целых чисел не превосходяіцих 2 п  найдется 
число которое делится на один из оставшихся чисел.

Решение. Представим числа аь . . . ,  ап+, < 2 п  в виде Оі =  2*%, 1 < i  <  п  +1 , 
где -  нечетны. Рассмотрим последовательность нечетвых чисел q ı , . . . , q n + ı.  
Поскольку все они не превосходят 2 п  и количество таких нечетных чисел не 
больше чем п, среди них по принципу Дирихле имеются по крайней мере два 
равных. Пусть, 9і =  qj — q. Тогда щ — 2 к,ц, а ; =  2 k’ q . Если k i <  k j , то а } делится 
иа щ . Если k i >  k j ,  то щ  делится ііа ау.

П ример. (Р. Erdös, G. Szekeres) Для каждого п  € Z+ любая последователь- 
ность различных действиіхуіьиых чисел длины n2 +  1 содержит убывающую 
или возрастающую подпоследовательносгь ддины п +  1. Доказать.

Доказательство. Пусть а і , . .м а*>+і последовательность п 2 +  1 различных 
действительных чисел. Пусть і к -  максимальная длина возрастающей подпо- 
следовательности, начинающийся с а к и <4 -  максимальная длина убывающей 
подпоследоватедьности, начинающийся с а к .

Допустим, что ік < п, (ік < п, для любых 1 < к  < п1 + 1. Тогда по правилу 
произведения существуют п2 возможностей для (гк , іік). Значит по принципу 
Дирихле ( i s , d a) =  ( i t , (it), ДДя некоторых s  <  t. Покажем, что это невозможно.

Если a ,  <  a t, то подставив в иачало возрастающей подпоследовательности 
начинающейся с <м число а ,  мы получаем возрастаюіцую подпоследователь- 
ность ддины ц + 1 начинающийся с a s . Поскольку i ,  =  i t , получаем противоречие 
с максимальностью длины возрасгающей подпоследовательности начинающей- 
ся с а,.

Если а, > a t , то подставив в начало убывающей подпоследовательности 
начинающейся с а , число а , .  мы получаем убываюідей подпоследовательность 
длины ia +  1 начинающийся с а„. Поскольку і ,  =  »е. получаем И]>отиворечи<‘ с 
максимальностью ддины убывающей подпоследовательнсхгти начинающейся с 
а ,.

Пример. Допустим, что в группе из шести человек любые два являются 
либо друзьями, либо врагами. Доказать, что в группе имеются 3 человек, любые 
два из которых являются друзьями, либо врагами.

Доказательство. Пусть А один из шести. По принцкіту Дирихле существует 
по крайней мере 3 > 5/2 человек друзей А или врагов Л. Допустим, что В, С , D  
-  друзья А. Если по крайней мере два человека среди В, С, D являются дру- 
зьями, то оаи с А  образует группу из трех друзей. Если все В, С , D образует 
множество взаимных врагов, то получаем множество из трех человек врагов.

Пример. Докажите, что среди любых 11 действительных положительных 
чисел, не превосходящих 100 найдутся по крайней мере два (обозначим их х, у) 
такие, что 0 < \у /х  -  t f y ]  <  1.

Решение. Пусть в і , . . . ,  ац -  произвольная последовательность действитель-
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ных чисел между 0 и 100. Рассмотрим последователыюсть 11 чисел ^ /а [ , . . . ,  
Они лежат на отрезке 1 и 10. Поэтому по принципу Дирихле найдутся дві 
обозначим их через \ / х , ^ / у ,  которые лежат на одном отрезке длины 1. Тогд 
0 < \ у / х ~  J y \  < 1.

3.2 .1  Задач и

1. В школе учатся 367 школьников. Докажите, что найдутся два школьнию 
у которых одинаковы дни рождения.

У к а за н и е . Сколько дней в году?

2. На кафедре высшей математики работают 13 преподавателей. Докажга 
что найдутся два преподавателя, которые родились в один и тот же месяц.

У к а за п и е . Зайцы -  преподаватели. Клетки -  12 месяцев.

3. Любое множество состоящее из 41 казахских слов содержит по крайнй 
мере два слова начинающие из одинаковых букв. Доказать.

У к а за н и е . Казахский алфавит содержит 42 букв. Слово не может начинатьс 
с букв "ъ" и "ь".

4. Пусть S  С Z+, где |S| =  25. Тогда S  содержит по крайней мере да 
заемічіта которые имеіот одинаковый остаток от деления на 24.

5. Всякое подмножество порядка 6 множсетва S  =  {1,2, . . . ,  9} имеет ді 
элемента с суммой 10.

6. Среди пяти точек выбранных внутри равностороннего треуголышке t 
стороной 1 имеется две, расстояние между которыми меньше чем 1 /2. Доказат

7. Найти последовательность четырех различны.х действительных чисел,» 
торые не содержат убывающую или возрастающую подпоследовательность дш 
ны 3.

8. Найти последовательность девяти различных действительных чисел, кі 
торые не содержат убывающую или возрастаюіцую подпоследователыіость дш 
ны 4.

9 .  Доказать, что в задаче Р . Erdös, G.Szekeres заменить п? + 1 на п 2 нельз 
Постройте последовательность различных действительных чисел длины п21 
содержащей убывающей и возрастающей подпоследовательности даины тг + 1
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3,3 Формула включения - исключения
Теорема. | Ц“=1 Л(| =  С =1(-1)*+1 Е і <*< •<..<„ Ич U • • • U Л,,|. 
Доказательство будем проводить индукцией по п . При п  =  1 утверждение 

очевидно.
Докажем утверждение для п  — 2. Имеем

Аі U Аі ~  (Л i \  А2) U Л2-

Заметим, что
И і \  Л2І =  |Л,| — |Лі П Л2|,

(Лі \  Л2) П Л2 =  0.

Поэтому
И і U Аі\ =  И і| +  И 2І -  И і П Л2|.

Допустим, что утверждение верно для п  >  2. Пусть

Л = и"=1Лі.

Согласно тождеству дистрибутиввости

Л Л Лп+1 =  (Лі Л Л„+,) U (Л2 Л Л„+1) U • • • U (Л„ U Л„+і).

Заметим, что

(Лі, Л Л„+і) Л • • • Л (Аів Л Лп+і) =  Аіг Л • • • Л Аів Л Ап+і.

Поэтому, по иредположению индукции
П

|Л ЛЛ „+1| =  ]Г (-1 )* +І £  |Л„ Л --Л Л і.П Л п+,|.
*=1 0<»і <■••<*«<»»

Как было замечено выше наше утверждение верно для п  =  2. Поэтому по 
предиоложению индукции

Iл и Лп+1| =  |Л| +  |ЛП+,| -  |Л Л Л„+,| =
п

Е ( - 1 ) ,+1 Ү, |Лі1Л---ЛЛі.| + |Л„+1| - ^ ( - 1 ) ' +1|Лі,Л --.П Л і.Л Л„+1| =
9=1 0 < м < —< » j< n  я=1

п+1

^ ( - 1 ) * +1 J 2  W ı n " A I .
в=1 0<*і <•••«* <п+1

Индукдионный переход установлен. Теорема доказана полностью.
Пример. Шахтеры раздобыди 100 брикетов руды, содержащие железо, сви- 

нец и олово. Оказалось, что брикеты содержащее железо обязательно содержит
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и свинед, 60 брикетов содержат олово и 50 брикетов содержат железо и олово. 
Сколько брикетов содержит железо ?

Решение. Пусть А х, Л2 и А3 множество брикет содержащее, соответственно, 
железо, свинец и олово. По условию задачи A ,  Ç Л2, поэтому

A ı  U Л2 =  Л2, Лі U Л2 U Л3 =  Л2 U Л3.

Кроме того,
|Лзі =  60, |Л ,и Л 3|=50,

и
|Л1 и Л 2иЛз| =

|Лі| + |Л2| +  |Л3| — |Лі U Л2| — |Лi U Лз| — )Л2 U Л3| + IЛı U Л2 U Л31 ~
|Лі| +  |Лз| -  |Лі U Л3|.

Поэтому
|Л,| = 100-60 + 50 = 90.

Пример. Функция Эйлера. Пусть n. е  N. Найти порядок множества чисел 
между 1 и п ,  взаимно простых с п. Это число обозначается ф( п) .  Функция 
ф : N  —► N называется функцией Эйлера.

Докажем, что

<А(«) = " П (1 ~
і=1 '  *

где п  — р ?  ■ ■ - р ° һ -  каноническое разложение в произведение простых сомно- 
жителей числа п.

Пусть
А і =  {pim  | m  € N, 0 < pim  < п}.

Тогда
|Л і | =  тг/рі.

Более того, для любых 0 <  <і <  . . .  < і, <  к  множество Лі, П • • • П А іл состоит 
из чисел, которые не делятся на р іх • • и

IА і х П - - П А ія\ =  п / р і 1 - - - р іл.

Поэтому по формуле включения-исключения

| Л і  U  - - • U  Л * | =

] T ( - iy +1n/Pi. "  Pi, =
*> 1

к

«(! - П ^ 1 ~ >/Р*))-
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Здесь исиользуется следующая лемма, которую легко доказать индукцией 
no к.

Лемма. Для любых к  чисел х \ , . . .  , х к) справедливо равенство 

* *
■ - - х і .  =  П*1

а=1 К і і  <•••<«,<* »=1

Поскольку ыножество A ı  U • • ■ U Л* состоит из чисел, которые имеют хотя 
бы один делитель вида р, для некоторого 1 <  і  <  к ,  множество

{ т  | 0 <  т  <  п, НОД(ш, п) =  1}

совпадает с дополнением A t  U • • ■ U Л ь где в качестве универсального множе- 
ства взято множество { 1 , 2 , ,  п}. Таким образом,

ф( п )  =  п Д (1  -  1/р.).
і=1

П ример. Беспорядки. Перестановка /  € S y rr in  называется беспорядком, 
если /(г) ^  і, дая любого і  6 {1 ,2 ,... ,ті}. Найти количество беспорядков. 

Докажем, что количество беспорядков равна

а д  = п!{і - і  + і - і  + -  + (-і)ві).

Пусть
А і  =  { /  e S y m „  I } ( г )  =  »}, г =  1 ,2 , . .

Тогда дпя любого 0 < <  • ■ ■ <  і ,  <  т»,

|Л, П-- ПЛ,! = (п -я ) !

В множсстве из п  элементов подмножество порядка * выбираетгя (") спо- 
собами. Другими словами, количество выборок ( г , , . . . ,  г , ) ,  таких, что 0 < г і < 

равно ("). Таким образом, формула включения-исключения приоб-
ретает вид

|+  U • • ■ U А п \ =

£ ( - і Г ‘ £  К п - п \ |  =
я=1 0<іі<-<і.<"

E(-J)
а=1

D - D

с>- •)! '

5+1 _
s!
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Поэтому
D n =  |Л і U • • • U An\ =  

|St/mn| -  \A ı  U- -U Л„| =

П ример. Количество сюръективных функции. Пусть Т ,т( А ,  В )  = { /  : А  -* 
В} -  множество сюрьективных функции из множества из п  элементов в мно 
жество из ш элементов. Тогда

Например, при п  -  3, т  =  2 существуіот 6 =  8 - 2  сюръективных функции. 
Доказательство этого факга будет приведено в следующем пункте.

3.3 .1  Задач и

1. В кружке гю подготовке к олимпиадам школьники изучают ыатематику і 
инфоромагику. Из них 25 школьников изучают информатику, 13 учат матема- 
тику и 8 изучают математику и информатику. Сколько школьников посещаюг 
кружок?

2 . В колледже учатся 1807 студентов. Из них 453 изучают английский, 56' 
изучают немецкий, и 299 изучают английский и немецкий. Сколько студентш 
не изучают ни английского, ни немецкого ?

3. Сколько элементов содержат множество A ı  U Д2, если А і  содержит 1! 
злементов, Д2 имеет 18 элементов и

• Аі П Л2 = 0

• | А і  П Д2( — 1

• И іП Д 2| =  6

• А \  Ç  Д2

4. Найти количество целочисленных неотрицательных решении уравненн* 
х х + х 2 +  х 3 +  х і  =  Ъ с  условиями Х{ <  7, ддя всех i  =  1,2,3,4.

5. Сколько неотрицательных целочисленньіх решении имеет уравнение Х\'  
х 2 +  х 3 — 11 относительно неизвестных Жі , і 2, і з  таких, что Х\ <  3, х2 < 4* 
Х з  <  6 .  ?
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6. Сколько существуют функции "на" из множества порядка шесть на мно- 
жество порядка три?

7. Сколько чисел останутся в множестве { 1 ,2 ,..., 1000} после вычеркивания 
чисел кратных 2,3,5,7?

8. Сколько чисел в множестве { 1 ,2 ,..., 100} не делятся в квадрат какого 
либо целого числа большей чем 1 ?

9. Беспорядком множества {1 ,2 ,... , п }  называется перестановка a  € S y m „  
такая, что <т(г ) ф  і ,  дпя всех і  — 1 ,2 ,..., п .  Перечислить все беспорядки ыноже- 
ства {1,2,3,4}.

10. Сколькими епособами можно переставить дифры {0 ,1 ,2 ,..., 9} так, что- 
бы ни одно четное число не стояло на своем месте ?

11. Сколько перестановок из 42 букв казахского апфавита не содержат п<>- 
следовательности к ө ж е ,  т и р ы ,  ц ү р т  ?

12. (Неравенства Бонферрони) Доказать неравенства:

если q нечетно.

3.4 Биномиальные коэффициенты
Ф а к т о р и а л  n! =  1 • 2 • 3 ■ •• п .  Биективная функция /  : п  —* п ,  где п  = 

{1,2, ...,п } , называется перестановкой. Пусть S y m ^  множество перестановок. 
Тогда \ S y m „ \  -  п\.

Биномиальный кпэффициент

Другие обозначения О*, С ( п , і ) .  По определению (") =  0, если і  > п .  Обра- 
тим внимание на то, что биномиальный коэффициент можно определить и для 
шрицательных п .  Если п  6 Z+, то

п
E*-1)*"1 Е іП^і ̂  іил*і’
fc=l  * € /  *= 1

если q четно,

Е(-і)*-1 E іГН>іІМі.
fc=l  і а  і =  1

п ( п  — 1) • • • (n — i  +  1)
, Tl € Z, i £ Z ̂ .
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(7)-<-»■(” T 1)
П ример. Дано множество порядка п . Найти количество подмножеств по- 

рядка к.
Решение. Пусть А  =  { а ,,. . .  ,ап} -  множество порядка п  и Р к (А )  — { В  Ç  

А \\В \  — к )  -  множество подмножеств порядка к . Пусть С* =  \P t ( A ) \ .  Пусть В  Ç  
А  -  подмножество порядка к. Возможно два взаимно исключаюіцих случая.

Первый случай: а ,х € В. Тогда В \  {а„} Q  А \  {а„} и \В \  {u„}| =  A: — 1. 
Количество таких подмножеств -  С*і}.

Второй случай: а„ £  В. Тогда В Ç  А \  {«„} и \А \  {а„}| =  п -  1. Количество 
таких подмножеств -  

Таким образом,
с‘ = св‘:і + с;_,.

Очевидно, что
С? = 1, С\ = 1

Как будет установлено внизу из этих условии следует, что

Г к _  п!
" к\(п -  к)\

Ответ: (£).
С о ч е т а н и е  -  размещение і  неразличимых предметов по п  ящикам, не более 

чем по одному в ящик. Количество сочетании (").

С п ч е т а н и е  с  п о в т о р е н и я м и  -  размещение і неразличимых предметов по п  
ящикам. Число сочетании с повторениями -  (в+|-1).

П ример. Ящик содержит віары к  цветов. Шаров каждого цвета не меньше 
чем п . Сколькими способами можно выбрать п  шаров ?

Решение. Допустим, что выборка из п  шаров содержит «і шаров цвета 1, 
і 2 шаров цвета 2, и т.д. Расположим их по порядку по цветам и между ними 
поставим перегородки.

o о ••• o I о o I I о ••• o о
ц  шаров цвета 1 і 2 шаров цвета 2 • •• і* шаров цвета k

Пусть А  -  множество шаров (их п  штук) выборок и перегородок (их к — 1 штук). 
Тогда |Я| =  п  +  к -  1 и наша задача равносильна выбору подмножества порядка 
к  — 1 (перегородки) множества порядка п  +  к  — 1 (шары и перегородки). 

Ответ:
П ример. Сколько неотрицательных целочисленных решении имеет уравне- 

ние x ı  Н------ к Хк — п



Эта в о п р о с  эквивалентен предыдущему D onpocy. Представьте, ч т о  Хі -  к о -
личество шаров г-ого цвета, где г 

Ответ: (n+kt ~ l) .
= 1,2.

Т р е у го л ъ н и к  П а с к а л я

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4
1 5 10 10 5

Элементы каждой следуюіцей строки определяются как суммы двух чисел сто- 
ящих по бокам сверху.

Обозначим через С'п г-ый элемент n-ой строки. Положим С* — 0 если і  < 0 
или і  >  п . Тогда свойство, порождающее треугольник Паскаля задается так

Q  =  Q _ 1 +  q : 11.

3.4.1 Задачи

1. Доказать, что

2 ■(") + (<:,) = С П
3 .  ( Б и і ю м  Ньютона) (х  +  у ) п — (1 ) х 'У п ~‘-

4- £Г=о (?) =  2".

5- ЕГ=о(-1)Ч") =  0

6. Доказать, что (") делится па р, если п = р, 0 < і < р, и р -  простое.

7. Найти количество подмножеств порядка 2 множества порядка 6.
Ответ. 15.

8. В ящике содержатся шары трех цветов. Сколькиыи способами можво 
выбрать 4 шара ? (Шаров каждого цвега не меньше 4)

Ответ: 15.

9. Сколько неотрицательных целочисленных решении имеет уравненис х \ + 
х 2 +  х з =  4?

35



10. Пусть ~ к-ая  производная функции и =  и ( х ) .  Доказать, что

(U +  v ) {n} =
<=о '

3.5 Функции на конечных множествах
Обозначения:

• Т ( А ,  В )  = { /  : .4 —> В} -  множество всех функции из А  в В .

• 3 -ІН{ А ,  В ) -  миожество инъективньіх функции из А  в В ,

• ІҒоп( А ,  В )  -  множество сюръективных функции из А  в И.

Теорема. Пусть А , В  -  множества порядка п  и тп соответственно. Тогда

|Ғ (А В )| =  т" ,

\Г " (А ,  В)| =  Л" =  7n(m -  1) ■ • • (m -  rt +  1),

|:г" (л ,В )| =  £ ( - і ) * ( т ) ( т - в)".
3=o '  * '

Доказательство. Пусть A  =  {аь . . . ,  а,,} и В  =  {Ьь. . .  ,6,„}.
Всякая функция /  € Т ( А ,  В ) однозначно определяется своими зиачениями 

/ ( a , )  € В, где і  — 1 ,... ,п. Элемент / ( ді) может принимать одно из m  значениі 
l > ı , . . . , b m . Таким образом, по правилу произведения ддя ( / (о і) ,. . . , /(о„)) ( 
В  х • • • х В  имеется тпп возможностсй. Иными словами,

|.Ғ(Л,В)| = т "

Пусть /  6 ,Я”*(Л, В). Тогда ыиожество элементов İ m  f  = { /(« [ ) ,. . . ,  f { a n)} 
определяют n элементное подмножество множества В. Таким образом, выбор 
множества / т  /  равносильно выбору п  элементного подмножеспза множества 
В .  Как мы знаем это можно еделать (“ ) способами. Пусть А ' — {б^,... ,і/„) 
любое п  элементное подмножество множества В. Существуют п\ функции < 
множеством элементов образов А'.  Именно, функции /„, где a  e  S y m n , задаи- 
ными по правилам

/» ( “ і ) =  ь»(і)>

обладают таким свойством. Итак, гю нравилу произведения,

|j A n ( A ,  В)| =  П п !  = m ( m  -  1) • ■ • (ш -  п  +  1).
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Пусть f  6 Ғ т ( А ,  В ). Пусть .Ғ, = { /  6 .F(j4, В )  \ f ( a )  ф  Vu е  Л} -  подмно- 
жество функции, нс принимающие значения 6,. Тогда /  можно рассматривагь 
как функцию из Л  со значениями в m  -  1 элементном множестве В  \  {Ь,} :

I  f e r ( A , B \ b i ), | B \ { M I = m - ı .

Таким образом,
\ Ғ і \ -  ( m  -  1)", і =

По аналогичньіми причинами, любую функцию /  6  Ғ і ,  П  ■ • • П  Т і,  м о ж н о  рас- 
сматривать как функцию /  е  Т ( А ,  В \  { 6 , , }  и

n - ' - n - F J  =  (m -,s)".

Мы знаем, что строки ( t j такие,  что 1 < і і  < • ■ • < » ,  < то можпо 
выбрать (™) способами. Итак, по правилу включения-исключения

ırı m  ,  v

І ^ и - • и ^ т | =  ^ ( - і ) - + >  ] Г  № 1n - - -n ^ . |  =  ^ ( - i ) ' + 1( ,Tİ)(m - 5)”-
e=l 1 <11 < ■■ ■ <lj л=1 V ^ /

Очевидно, что множество сюръективных функции совпадает с дополнением 
Т \  U • • • U Т т , где в качестве универсального множества выступает множество 
всех функции Т ( А ,  В ) .  Таким образом,

I Г~(Л ,  В)| =  № и - и > , . | -  | П А ,  В)| -  w  U • • • U Г т\ =  

”- - В - 1Г '(" ‘)( “ - Т - (” )(— ИГ + Ё(-11-(™)< т - . Г -

Теорема. Пусть |Л| =  |В| =  п и /  6 ^(Л , В). Следующие условия эквива- 
лентны:

• /  -  инъективен

• /  -  сюръективен

• /  -  биективен.

Доказательство. Пусть /  6 (.4. В ) . но /  ^  Ғ ° " ( А , В ) .  Мными словами,
количество элеменгов подмножества образов i m  A  С В  меньше чем «. Тогда по 
принципу Дирихле суіцествуют по крайней мере два элемента а , а' € Д такие, 
что /(а) =  }(«')■ Это иротиворечит тому, что /  инъективен.
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Обратно, пусть /  6 р оп( A , В ) ,  н о  f  ğ  J rin(A , B ). Тогда найдутся no крайнеі 
мере два элемента а ,а '  €  А  такие, что /(а ) =  /(«')• Таким образом, \Ітп А \ < п  
Это противоречит тому, что /  сюръективен.

Итак, мы доказали, что инъективность и сюръективность при \Л[ — \ ! і ; m 
нятия эквивалентные. Другими словами, все три понятия инъективность, с.юръ 
ективность и биективность при |А| =  |В| эквивалентны.

Следствие.
\S y m n \ =  п \.

Доказательство. Подставим т  — п в  формуле

|Г п(А ,  В ) \ = Д" =  г п ( т  - ! ) ■ ■ ■  (m  -  п  +  1).

Следствие.

a = 0

Доказательство. Подставим п  — т  в формуле

|Я " (Д  0)1 =  £ ( - 1 Г +1 (™) (™ -  *)“•
в=0 '  '

Получаем, что при \А \ =  \В \ =  m,

IГ ™ (А , В )| =  £ ( - 1 ) * +1 ( ™ ) ( г п  -  » Г -
в=о '  '

Мы доказали выше, что если \А \ — |В |, то

|^ ( Л , В ) |  =  \ Р п( А , В ) \ .

Осталось применить предыдущее следствие

\f* n(A ,B )\ = \Sym m\= m \  

чтобы завершить доказательство.

3.6 Математическая индукция
М а т ем а т .и ч сск а я  ин& укци я. Пусть Р ( п )  -  некоторое утверждение зависяи?

от п  — 1 ,2 ,__ Допуствм, что удастся доказагь следуюіцие веіци.
О сгю б а н и е  и н д ук ц и и : Р (  1) верно.
И н д у к ц и о н н ы й  п е р е х о д если Р ( п )  верно, то Р ( п  +  1) верно.
В иво& . тогда Р ( п )  ворно ддя любого п.
D этом состоит метод математической индукдии.
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Пример. Докажем, что сумма нечетных последовательны.х целых чисел яв- 
ляется полным квздратом. Именно, пусть утверждение Р ( п )  состоиг в том, что

1 + 3 +  5 + --- + (2я + 1) =  (гс+1)2. (3.1)

Основание индукции:
Р (1 ):1  = (0 + 1)2.

Итак, основание иидукции имеется.
Индуктивный переход: Допустим, что Р ( п )  верно, т.е.,

1 +  3 +  5 +  • • • 4- (2n +  1) =  ( п  +  I)2.

Тогда
1 4* 3 4- 5 4- * • • (2н  4-1)4- (2я  4- 3)

= (я 4- I)2 4- (2п 4- 3) = п2 4- 2я 4-1 4- 2я 4- 3 = п2 4- 4я 4- 4 = (п 4- 2)2.

Иными словами Р ( п  4- 1) верно. Таким, образом, индукционный переход верен. 
Вывод: (3.1) верно для любого я.
Пример. ( T )  = г  г 1)-
Решение. Будем рассуждать индукдией no n  =  0 ,1 ,2 ,__ При п  =  0 утвер-

ждение верио. Допустим, что оно верно для п . Тогда

Таким обраэом, утверждение верно для п . Индуктивный переход установлен. 
Иными словами, утверждение верно для всех п  e  Z+.

3.6.1 Задач и

Докажите следующие (|х>рмулы для сумм.

1. £ ”=1 і  =  п ( п  + 1)/2.

2- Ү гі=  1 =  п (п  +  1)(2п + 1)/6.

3 £ ? = і і3 =  ™(» +  1)(2п + 1)/6.

4- £Г=і і *  =  (Зп2 + Зп -  1)(2п + 1)(п + 1)п/30.

5- £Г=і *5 =  (2я2 +  2я -  1)(п +  1)2п2/12.
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6. Докажите, что сумма п  последовательных нечетных чисел является ııoj 
иым квадратом.

7. Докажите, что сумма кубов п  последовательных целых чисел являетс 
полным квадратом.

8. Докажите, что п  тецге для любого п  >  8 можно разменять с помощыо 
и 5 теқге.

16. Hır- > п / 2 + 1 для любого п  е  N.

17. Для любого п  e  Z+

=

(п  + 1)пЯ„+1 
2

( п  +  1 )п  

4

9. Докажите, что если х  +  1/х € Z , то х п +  1/ж" £ Z, для любого п  £ N.

10. Пусть х і ,  х г -  корни уравнеиия х 2 + Ь х - 7 = 0. Докажите, что дия любог 
натурального п  число х"  +  х 3 является целым.

11. Докажите, что число 23" +  1 делится на Зп+1.

18. Пусть а„ -  целочисленная последовательность такая, что

Uj ~ 1, Ü2 — 2, U n —  (іг і—і + U n—2, 'Н  ̂3.

Найдите значения а 3, а і:  а5, , а7 и докаи<ите, что а„ < (7/4)" для любого п  >  1

12. У бабушки был внучек, который очень любил варенье, особенно то, котс 
рое в литровой банке, но бабушка не позволяла его трогать. II внучек задума 
обмануть бабушку. Он решил съедать каждый день во 0.1 литра из самой луч 
шей банки и доливать ее водой (тщательно перемещав). Через сколько днеі 
бабушка обнаружит обман, если варенье останется прежним на вид при раз 
бавлении его водой наполовину ?

Указание. Индукцией по п  докажите, что через п  дней останется 0.9" литроі 
варенья. Заметим, что 0.56 < 1/2 < 0.57. Поэтому через 6 дней обман все еіі| 
не обнаружится, но через 7 дней бабушка обман обнаружит.

Ответ. 7 дней.

13. Вычислить сторону правильного 2"-угольника, вписанного в круг раді
уса г. ________ _______

Указание. ^  =  \ j 2т^ -  2г

14. (Теорема Юнга) На плоскости дано п  точек, pat-стояние между любым 
двумя из которых не превосходит единицы. Доказать, что все эти точки мож» 
заключить в круг радиуеа 1 /\/3 .

Доказать нсравенства:

19. Если п  >  3, то 2“ < п!.

20. Если п  >  4, то п 2 <  2П.

21. Заметим, что
1 =  1

2 + 3 + 4 = 1 + 8  

5 +  64-7 + 8 + 9 =  8 +27  

10 + 11 + 12 +  13 +  14 + 15 +  16 = 27 + 64 
Попробуйте сформулироватъ общую гипотезу и доказать ее.

3.7 Числа Фиббоначчи
Решать все задачи необязательно.
Числа Фиббоначчи определяются по индукции

Гармонические числа определяются по формуле

Я ,

Например,

, 1 1 1 
1 +  2 + 3 + ' "  +  п ’

Я1 =  1,Я2 =  3/2 ,Я 3 =  11/6. 

Установить следующие свойства гармонических чисел.

15. 5D"=1 H j =  (n +  1 )Я„ -  п  ддя всех n e N .

Ғ і ~  Ғ 3 =  1, Ғ п — Ғ„_! +  Ғ„_2.

Например, первые десять чисел Фиббоначчи выглядят так:

F i =  1, F i =  1, Ғ3 =  2, Я4 = 3, Ғь = 5, Ғе = 8,

Ғ7 =  13, /■« = 21, Ғ д = 34, Ғ ш = 55.

Прекрасный способ проверить насколько освоен метод математической ии- 
Аукции дают числа Фиббоначчи. Установите следующие свойства чисел Ғ п .
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3.7.1 З ад ач и
13. Е Й Г 1 »fi =  пҒ п+і -  Ң п  +  3) +  2.

14. Если п  делится на m, то и Ғ„ дслится на Ғт

1. Ғ і +  Ғз Н--- 1- F2n_1 =  fin-

2. Ғ2 +  Ғ4 + ■ • • + Ғ2„ =  F2ll+ı — 1.

3 . Ғ? + Ғ% + --- +  Ғ* = ҒпҒп+і.
Указание. FkFk+1 -  Ғк.л Ғк =  Ғк.

4. (Мини-Тетрис) Сколькими способами можно покрыть без наложении пря- 
моугольник п  х 2 с помощью квадратов 2 х 2 и 1 х 1.

5. (Кузнечик-попрыгунцик) Кузнечик лутешествует на двумерной коорди- 
натной плоскости по оси х  слева направо прыгая по целочислениым вершинам 
на один или два шага. Сколькими способами он может добраться из точки 1 в 
точку п?

Отпвет. Ғп.

15. Для любого целого числа п  среди первых п 2 -  1 чисел Фиббоначчи най- 
дется хотя бы одно, делящееся на п .

16 Соседние числа Фиббоначчи взаимно піюсты.

17. Для целых чисел т , п  через (т , п ) обозначим их наибольший общий де- 
литель. Тогда наибольший общий делитель чисел Фиббоааччи также является 
числом Фиббоначчи:

(fi., fi») = ғ(„,т).
Указание. Примените ачгорит.м Евклида

18. Ғ„ делится на Ғт тогда и только тогда, когда п  делится на т .

19. Число Фиббоначчи четно тогда и только тогда, когда его номер делится 
на 3.

6 .

f i + m  —  f i . —l f i n  Ғ  f i l  Ғ < п +  [

20. Число Фиббоначчи делится на 3 тогда и только тогда, когда его номер 
2) двлится на 4.

У кааан и е. Это утверждение можно доказать с помощыо индукции по т. 
Второй способ доказательство основан на задаче о кузнечике. Из точки х  = 1 
он может попасть в точку х  =  п  +  т  с помоіцью Ғ п+т  способов. Он может 
попасть в это точку двумя путями в зависимости от того попадает ли он в точку 
х  =  п  или обходит. Первый путь: сначала он добирается до точки х  =  п — 1 (это 
он сможет сделать Ғп_і способами), затем перепрыгивает на 2 шага в точку 
і  =  я  +  1и  отсюда в точку х  — п  +  т  (это он сможет сделать Ғт способами). 
Второй путь: сначала кузнечик попадает в точку х  =  п  с помощью Ғ„ способов, 
затем из точки і  =  я в  точку х  = п  +  т  с помощью Fm_ı способов.

7. Доказать, что Ғ2„ делится на Ғ„.
У к а за н и е . Возьмите п  — т  в (3.2).

8. Ғ2„ =  Ғ »+1 -  Ғ„г_,.
У к а за н и е . В предыдущей задаче воспользуйтесь тем, что fi, =  Ғ„+1 — Ғ„

21. Число Фиббоначчи делится на 4 тогда и только тогда, когда его номер 
делится на 6.

22. Число Фиббоначчи делится на 5 тогда и только тогда, когда его номер 
делится на 5.

23. Число Фиббоначчи делится на 7 тогда и только тогда. кргда его номер 
делится на 8.

24. Число Фиббоиаччи делится на 16 тогда и только тогда, когда его номер 
делится на 12.

25. Если число Фиббоначчи имеет нечстный ноыер, то все его нечі>тные 
делители имеют вид Ak 4-1

9 fi»  = К лл + Ғ„’ -  Ғ3_,.
У к а за н и е . Возьмите т  — 2 п  в задаче (3.2).

іо. ЕЙГ1 fifi+ı = i’l -

3-8 Реккурентные соотношения
Одпородпое реккурентное соотношение. Пусть /„ =  а /„_[ +Ь/„_2 реккурент- 

ное соотношение, где а  и Ь константы. Допустим, что q x и г/2 -  корни уравнения

х 2 = а х  +  Ъ.

1 2 .  +  1 "  » ) f i  =  f i . + 4  -  (п+ 3 ) .
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Тогда /„  имеет вид

fn  — CQı +  <*9?, если q ı ф  q2,

fn =  ( t  +  dn)q", е с л и  q, =  q2,

для некоторых констант c, d.
Доказательство. Рассмотрим случай различных корней. Сначала покажек 

что /„ =  cqJ +  dgj удовлетворяет нашим реккурентным соотношениям. Имеек

а/„_ і +  Ь/„_2 =  асд""1 + adq'.f"1 + 609” ~2 + Mr/J-2 = cg"“2(açı +  6) + dq'i~‘t (aq-1 +і

Поскольку f/ı. fj'2 корни уравнения х2 — ох — 6 = 0,

Теперь покажем, что обратно, любое реиіение реккурентного уравнения им( 
ет вид /„  =  cq" +  d q f  дая некоторых конегант с, d . Допустим, что заданы ю 
чальные условия / 0 =  Аь f ı  =  ^і-

Начальные условия дают следующие условия

Реккурентные соотношения однозначно определяют /„ по начальным данныі 
Таким образом в случае q ı ф  ц2 , наше реккурентное соотношение имеет решеш 
в виде f „  =  cq? +  dq%.

Случай qı ф  (ft разобран полностью. Случай q t =  ц2 оставляется в ви, 
упражнения.

П ример. (Числа Фиббоначчи) Решить уравнение /„ =  f n - ı  +  fn - г  с гранк 
ными условиями /о =  0, / і  =  1.

Решение. Характеристическое уравнение x W  =  t2 — t  — 1 имеет корни tı 

1±Фй і 2 =  t a S .  Поэтому /„  =  +  d ( ^ ^ ) n для некоторых констант с
d. Чтобы найти константы воспользуемся начальными условиями. Имеем

a q ı + b  =  <H, 092 +  6 =  9!,

и поэтому,
a f n-1 +  b f n — 2  =  cq" +  d (fl =  /„.

{ Л0 ~  c + d 
= cq \ + dq2

Определитель этой системы невырожден:

Поэтому
Л рд2 — Ді ^ _  ‘‘Ч ~  Л)9і 

92 -  9і 92 -  9і

/o =  0 =$-c +  d = 0,
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,  , 1 + V5 , \ - s f b
/ і  = 1 => c— ğ-  + d— 2----- 1 => c = Vb

Таким образом,

‘ ( M ' î —V5

Пример. Решить уравнение / п+2 =  4/п+і — 4/„ с граничными условиями
/о =  1 ,/і = 4.

Решение. Характеристическое уравнение х (0  =  12 —41+4 имеет двукратный 
корень t  =  2. Поэтому /„ = (с + гіп)2" для иекоторых констант с и і  Чтобы 
найти константы воспользуемся начальными условиями. Инеем

/о  =  1 => с =  1,

/ ı  =  4=*c + d =  2 = > d = l .
Таким образом, /„ =  (п  + 1)2".

Пример. Найти реккурентное соотношение для количество разбиении мно- 
жества порядка п.

Решение. Пусть В п -  количество разбиении множества порядка п . Положим 
В 0 =  1. Пусть А  = {а,. . . . ,  а„, а,і+1} -  множество порядка п  +  1. Пусть X  Ç  А  
-  подмножество порядка к  + 1 содержащее элемент а„+і. Тогда подмножество 
Л '\{а„+і} С Л \{ап+1} можновыбрать (") способами. Дополнение А \ Х  можно 
разбить В „  способами. Таким образом, по правилу произведения и по правилу 
суммы

Ответ. В „« = Е ы оС )0* - 
Например,

Ві =  1,

В2 = х 1 +  1 х 1 =  2,

Вз = В2 = 1 х 1 + 2 х 1 + 1 х  2 =  5.

Число В п называется числом Белла.
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3.8.1 Задачи

1. Решить реккурентные уравнения

• а„ = а„_і +  6а„_2, п > 2, ао = 3, оі = 6

•  а„ =  70«-! -  10а„_2, п  >  2,ао =  2 ,а і =  1

•  а „+ 2  =  - 4 а „ + і  +  5 °п і  п  >  0 , ао  =  1, а і  =  8

•  a,, =  о„_2/4,я >  2,ао =  1,ві =  0

• а„ =  а„_і 4- 2<v -2,п > 2, ао =  2, аі = 7

2. (Числа Лукаса) Заданы реккурентное соотношение

L„  — L „-1 + l/n-2> L q =  2 , L \  =  1.

Доказать, что
L n =  F „ - ı  +  F n+ı ,  n  = 2 ,3 ,.. . ,

где F„ числа Фиббоначчи. Найти точную формулу для чисел Лукаса.

3. Докажите, что число [(2+%/3)"і является нечетным. Здесь |a j  обозначая 
целую часть числа а  6 R. , т.е., целое число п такое, что п  < a  <  п  +  1.

Указание. Пусть ц„ = (2 +  ч/З)"- Проверьте, что а„+і =  4«„ -  Поэтоіі) 
|on+ıj =  4[a„J -  [on-ıj + 2, [aıj = 3.

4. Показать, что число |((1 4- \ Д ) п +  (1 -  \/2)") целое для любого п  e  Z. 
Указание. а„+2 =  2а„+і + а„ и ао =  аі = 1.

5. Докаэать, что число (б + \/37)999 имеет по крайней мере 999 нулей посш 
десятичной запятой.

Указание. Последовательность х„ =  (6 +  \ / 3 7 ) п — (6 — л/37)’1 удовлетворяеі 
условиям х„+2 =  12х„+і +  хп, и х 0 =  2,хі =  12. Поэтому х„ e  Z для всех п  >0 
Заметим, что л/37 — 6 < 0.1

3.9 Производящие функции
Пусть ііп последовательность чисел, где п  6 Z+ и Г -  множество последові 

тельностей. Определим на множестве Г операцию суммы

(а  + Ь)п =  а„ + Ь„,
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операцию умножения ка скаляр

(Аа)„ =  А а,

и операцию умножения (конволюция)
П

(а*Ь)„ =
•=о

Пусть 0 6 Г-последовательность, состоящая из одних нулей: 0П =  0, для всех п .  
Обозначим через 1 € Г последовательность нулевая компонента которой равна 
1, а остальные равны 0.

Тогда (Г,0 ,1 ,+ , *) -коммутативная ассоциативная алгебра с единицей. Ины- 
ми словами, выполнены следуюідие тождеотва

0 +  а  — а,

1  *  а  =  а ,

а  +  b  =  Ь +  а ,

а * Ь  — Ь * а ,

А(а + b) =  Аа +  А Ь, 

а  +  (Ь +  с )  =  ( а  + Ь )  + с ,

(а +  6)*с =  а * с  + Ь*с, 

а  *  (Ь *  с )  =  ( а *  Ь) *  с,

где а, 6, с € Г.
Для последовательности а  производящая функция строится по гіравилу

G ( a )  =  Чі х '.
•> о

Это, вообіце говоря, формальный ряд, т.е., ряд с бесконечными нонулсвыми 
членами.

Пример. Найти производящую функцию для последовательности 1 ,1 ,1 ,1 ,__
Решение. Для последовател ьностн а„ =  1 имевм

G(a) =  1 +  х +  х2 +  - ' '  =  —- — .
1 -  х

Ответ. G ( a )  —

Для чисел А и для формальных рядов f ( x )  =  53і> 0 cnx‘ , g ( x )  =  53,>о&.х‘, 
положим

А/(ж) =  \(і і х \
»>0
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f [ x )  +  g{ x )  =  Y ^ { o i  +  b i ) x \
*>0

f ( x ) g { x )  =
n>0 «>0

Множество формальных рядов C[[x]] относительно этих операдии так 
образует к о м м у т а т и в н у ю  а с с о ц и а т и в н у ю  а л г е б р у  с е&иницей. (Проверья 
Нуль этой алгебры образует ряд 0 — И і>о 0х‘ и единицу -  ряд 1 = 1 +  Х]і>01

Теорема. Отображение Г —> С[{х]], а  i—* G ( a )  является гомоморфизк 
алгебр:

G (  0) =  0,

С(1) =  1,

G ( X a )  =  АС(а),

G ( a  +  b) — G ( a )  +  G (b ) ,

G ( a * b )  =  C ( a ) G ( b ) .

С ледствие 1. Порождающая функция для последовательности а„  получ 
ной из последовательностей Ьп , путем сложения: а„ — Ь„ + с„, получается 
порождаюіцих функции G ( a )  и С (Ь )  также путем сложения:

G ( a )  =  G (b )  +  G ( c ) .

С ледствие 2. Порождаюідая функция для последовательности а„ получ 
ной из последовательности 6„ путем умножения на число: а п — a b nt получае 
из порождаюіцей функции G ( b )  также путем умножения на число:

G ( a )  =  a G ( b ) .

П ример. Найти производящую функцию ддя последоваталыюсти 1,3,5.
Решение. Пусть а„ =  2n + 1, b„ =  n +  1, с,, =  1. Тогда а п =  2b„ -  1 и соглі 

слодствиям 1 и 2,

G ( a )  =  2G(6) -  G ( c )  =  2/(1 -  x)J -  1/(1 -  х) = (1 +  x )/(l -  х)3.

Ответ:
С ледствие 3. Пусть 6„ -  последовательность, полученная из последовак 

іюсти о„ со сдвигом на k  вправо:

bi =  0, i  <  k ,  bk = оо, bjfe+ı = а і .......

Тогда
G (b )  — x k G ( a ) .
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Следствие 4. Пусть 6„ -  последовательность, полученная из последователь- 
ности (іп со сдвигом на к  влево:

Ьі = <1к,Ьі = Чш,Ьз = Ок+2,----

Тогда
G ( b )  = (G ( a ) — ио — « ı i  — • • • — a t - \ х к~1) / х к .

Следствие 5. Пусть a  -  число и последовательность Ьп получена из по- 
следовательности а п путем формулы 6„ =  а па„. Тогда производяіцая ф.уикция 
G(b)  получастся из G ( a )  путем подстановки а х  вместо х.

Пример. -  производящая функция для последовательности 1,2,4,8,16,32,... 
Следствие 6. Пусть задаВа последовательность а п. в і , . . .  и 6„ -  ее разжи- 

жение: 6afc = а* и 6„ =  0, ссли п  не делится ııa s .  Тогда (3(6) получается из G ( a )  
путем подстановки х а вместо х.

Пример. -  производящая функдия для последовательности 1 ,0 ,0 ,1 ,0 ,0 ,1 ,0 ,0 ,1__
Обычно производящие функции строятся с помощью комбинации вышеука-



П р и м ер . Найти производящую функцию дпя последовательности 1,2,3, . . 
Решение 1. Пусть а„ =  1 для всех п € Z+. С помощыо индукции no п  e  Z 1 

легко доказать, что (q * а)п =  n  +  1. Поэтому

G (a*a) = G(a)G(a) =

Решение 2. Пусть 6„ =  п +  1, для п €  Z+. Тогда

С (Ь ) 1 +  2х +  Зх2 -Ь 4х2 +  • • * — 0(1 4* х *+- х2 +  • • •) —
9(1 + х + х2 +  х3 +  • • •)

ӘІ

9(1 -  х) 1 _  1
Әх (1 -  х)2

Ответ: ^
П р и м ер . Найти производящую функцию для чисел Фиббоначчи. 
Решение. Пусть G(x) -  искомая производяіцая функция. Имеем

Ғ„ =  +  Ғ„_2,п  >  2, =*• Ғпхп =  Ғ„_іхп +  Fn_2x"

£  Ғ„х" -  х  £  F„_ıx»-1 - х 2 £  Ғ„_2х"_2 =  0.

Заметим, что
£ f„x" = £ f „i " = G(x) - x,
п> 2  п>1

^ F n- 1x"-1 =  ^ F nx" = G(x),
п>2 п>1

Ғ„_2х"-2 =  Ү '  F„xn =  G(x), поскольку Ғ0 =  0.
п>2 п>1

Таким образом,
(G(x) -  х) — xG(x) — x2G(x) =  0, 

или

Gw = rd rr^
Отвст: ^— - — 51—I —X* ^
П р и м ер . Пусть п 6 Z+. Доказать, что (^*) =  (”) ■
Доказательство. Сравним коэффициенты у х" в обеих частях тождества

(х +  I)2" =  (х +  1)” (х +  1)".

В левой части этот коэффициент равен (2") и в правой -
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Пример. Доказать, мто последовательность а„ — (п+* *) имеег производя- 
щую фуикцию

Решение. Рассмотрим последовательность оиределенную по правилам

„(*> : ("+П '  ” € Z+

Тогда
аі‘> =  1, Vrae Z+.

Будем рассуждать индукцией no к  =  1 ,2 ,__ При к  — 1 как мы уетановили
выше G (a^) =  т.е., осиование индукции верно.

Допустим, что утверждсние верно для к. Как было установлеио в примере 
секции 3.6 имеет место формула

tcvo-rr1)-
Поэтому

к  -  2 +

Итак,

° - = Z t 2 " ) " і=0
Другими словами,

п
G (a m  = G(a(' - 1))G(a(1)) 1 1 

(1 — x ) k~ l 1 — х

1
(1 — х)к

Пример. Ящик содержит 30 белых 40 черных и 50 красных шаров. Шары 
одинаково цвета неразличимы. Сколькими путями можно выбрать 70 шаров ?

Решение. Число способов выбора 70 шаров равно коэффициенгу при х 70 в 
произведении

(1 + х  +  х 2 + • • • + х30)(1 +  і  +  х 2 +  ■ ■ ■ + 140)(1 + х  +  х 2 +  • • • +  і 50)

= ( Г ^ (1- * 3,)(1- і4,)(1- х6,>-
ІІмеет место разложение

1
(1 -  х)3
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(см. предыдущую задачу при к  = 3). Поэтому

(1 + х +  х2 +  • • • + х30) ^  +  х  +  х2 +  • • • + х40) ^  +  х + х2 +  ■ • • + х60)

=  ( Е  Г 1 2 У )(1  -  * 31 -  * 41 ■  * 5 1 + о ( і 7 0 ) ) -і>0 ^ '

Поэтому коэффициент при х70 равен

^70 + 2^ _  ^70 4- 2 -  31^ _  |70  4- 2 -  41 j  _  ^70 4- 2 -  51

Ответ. 1061.
П ример. Найги количество решении уравнения Хі 4 ------Һ х* — п  в нату-

ральных числах.
Решение. Если Хі £  N, i =  1 , . . . ,  к , удовлетворяют условию х \  4----- 1- х* = п,

то у і =  Хі -  1 € Z+ , i  =  1 , . . . ,  fc, удовлетворяют условию у г + ---- 1- ук =  п  -  к.
Обратно, ліобое решение уравнения у і 4----- \-Цк — п —к  в целых неотрицательных
числах позволяет построить решение уравнения һ  4------һх* =  п  в натурапьных
числах: xf =  Уі  +  1,і =  1 ,. . .  , к .  Мы знаем, что уравнение у\ +  • • ■ +  Ук =  т  
имеег (т +‘- ‘) решении в неотрицательных целых числах. Поэтому уравнение
Хі 4------ 1- х к — п  имеет (п_*^*_1) решении в натуральных числах.

Ответ. (£lj)

3.9 .1  Задач и

j  =  1061.

1. Функция (х4-1)” является производящей функцией для ("), ("), ( J ) ,. . . ,  (̂ ),

2. (ra e Z+) Функция (х4-1)_п является производящей функцией для 
П ример. Найти производящую функцию для последовательности 0,1,4,9,16 
Ответ: Tf ^ r.

3. Найти коэффициент ири х5 в (1 -  2х)-7.

4. Найти коэффициенг при х7 8 в ■

5. Найти коэффициент при х15 в (х2 4- х3 4- х 4 +  ■ ■ ■ )4.

6. Пусть п , т , к  6 Z+. Доказать, что (n+m) = ]CÎ=o (")(*-<)•
Указание. (х 4- 1)т+" =  (х 4- 1)т (х 4- 1)п.

7. Сколько существуют однородных полиномов степени п с  к  неизвестными,
т.е., полиномов х“' • • • х£*, таких, что а і  4 - ... 4- a* =  п , a j , . . . ,  a t  € Z+ ?
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О т вепк.

8. Пусть р 0(п )  -  количество упорядоченных разбиении числа п . Например 
Р о ( 3 )  = 4, поскольку 3 =  1 +  1 + 1 ,3 = 1  + 2 ,3  =  2 +  1,3 =  3. Найтч р о (п ),

Ответ: р д (п ) =  2"_1.

9. Пусть р п -  количество разбиении чиола п . Например,

W =  1 : 1 =  1;

Рз = 2 : 2 =  2,2 = 1 +  1;

Р з  = 3 : 3 =  3,3 =  2 + 1 ,3  =  1 + 1 +  1;

Р4 = 5 : 4 =  4,4 =  3 + 1 ,4  = 2 + 2,4 = 2 + 1  + 1 ,4 = 1  +  1 + 1 +  1;

Р5 = 7 : 5 =  5,5 =  4 + 1 ,5  =  3 + 2 ,5  =  3 +  1 + 1 ,5  =  2 +  2 + 1 ,

5 =  2 +  1 +  1 +  1,5 =  1 +  1 +  1 +  1 +  1.
Доказать, что

с(р) = П (і-^Г1-
*> 1

3.10 Целые числа и делимость
Вниэу мы полагаем, что a , b , c , q , r  € Z.
Д е л и т е л ъ  (обозначение d \a )  d. -  делигель числа а, если а =  d q , для некото- 

рого q € Z.
К р а т н о е . а  кратное Ь, если 6|а. 
а д е л и т с я  на Ь, если Ь|а.
Н аи б ол ъ ш и й  о б щ и й  д е л и т е л ь  чисел a , b (обозначение НОД{а , Ь)): 

dı|a, d t \b =*• г1і|НОД(а,6)

Пример. НОД(18,30) = 6.
Н а и м е н ы и е е  общ ее к р а т н о е  (обозначение IІОК(«,һ )):

а|с, і|с  => НОК(а,Ь)|с

Пример. НОК(18,30) = 90.
Ч исла

• N  -  множество натуральных чисел {1,2,3,...}

• Z -  множество целых чисел { ... ,  -3 , -2 , -1 ,0 ,1 ,2 ,3 ,...}

• Z+ -  множество ц&чьіх неотридательных чисел {0,1,2,...}
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•  Q -  множество рациональных чисел { p / q  : р, q e  Z, q  ф  0}

• R  -  множество действительных чисел

• С -  множество комнлексных чисел

•  [ürj -  нижняя целая часть числа » 6 Е ,  т.е., такое п  € Z, что п  <  а  <  п-

• [а ]- верхняя целая часть числа » 6  R .  т.е., такое п  e  Z, что п — 1 < а <

К а н о н и н е ск о е  р а з л о ж е п и е  числа п  6 N - иредставление п  в виде произве 
ния степеней различных простых делителей: п  — р ° '  ■ ■ р^*, P ı <  Р2 <  • ■ ■ <і 

А л г о р и т м  Е в к л и д а . Пусть a, b € Z, b 0. Алгоритм Евклида состоит ві 
чтобы повторять многократно процесс деления с остатком. Допустим, что

а = Ы/о + гі, 0 < гі < Ь,

Ь = r ,q ı  + г2,0 < г2 < гі,

Гі =  г2<?2 +  г3,0 < г3 < г2,

Г/с-і =  rkqk

для некоторого А:. Тогда
НОД(а, 6) =  r k .

Пример. Найдем наибольший общий делитель чисе.п а  — 7228, Ь = 3 
Имеем

7228 =  378 х 19 + 46,

378 =  46 х 8 +  10,

46=  1 0 x 4  +  6,

10 = 6 х 1 +  4,

6 =  4 х 1 +  2,

4 =  2 х 2 + 0.

Другими словами,
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7228 |378 
—7182 19 

378 |4б 
-368 8

46 Ііо
-40 4

10 |6
-6 1

6 |4
-4 1

4 12
-4 2

0
Поэтому

НОД(7228,378) =  2.

Простое число. Число n > 1 называется простым, если у него нет делителей 
кроме 1 н п.

Пример. 7 -  простое число.
Составное чисяо -  не простое число.
Пример. 6 -  составное число.
Теорема Евклида. Простых чисел бесконечво много.
Доказательство. Если p t <  . . .  <  р„  -  различныс простые числа, то эти чнсла 

не являются делителями числа Рі • • • р„ +1. Поэтому он имеет простой делитель 
>Р„

Основная тпеорема арифметики. Любое n  e  N  можно представить в виде 
п  ~  р“' ■ ■ р£ \ где р і  <  ■■■ <  рк -  простые числа и а ъ . . .  , а к € N. Такое 
разложение единственно: если n  -  c/f1 ■ ■ • <£г, где tp <  ■■■< q ,  -  простые числа 
и A ,. . . , р г e N, то к  =  г  и оп .,о* = 0 к .

Каноническое разложение. Разложение п =  р"' ■ ■ • p kk, где Рі < • ■ ■ < рь -  
простые числа и оц,. . . ,  e  N, называется каноническим разложением.

Пример. 5040 =  24 х З2 х 51 х 71 -  каноническое разложение числа 5040.
Совершенное число. Натуральное число называется совершенньш, если его 

удвоение равно сумме всех своих делителей.
Пример. 6,28 -  совершешіые числа, поскольку 1 2 = 1  + 2 +  3 + 6 и 5 6  = 

1 + 2 + 4 + 7+14  + 28.

3.10.1 Задачи

1. Доказать, что для любых целых Г]. . . . .  г„

b|oj,. . .  ,6|о„ =»■ Ь |г іа і  ------ г п и „ .



2. Доказать, что для любого целого п  число п5 — п  оканчивается нулем.

3. Доказать, что гармоническое число Н „ — 1 + |  +  • ■ • +  ^ не может бьц 
целым числом.

Решение. Пусть к  -  наибольшее целое с условием 2к < п  и Р  -  произведеииі 
всех нечетных простых чисел, не превосходящих п . Число 2к~ 1Р Н п представит 
ся суммою, все слагаемые которой, кроме 2к~ 1Р ^ ,  суть целые числа.

4. Докажите, что сумма § + § + ---- 1- где п  > 0, не может быть целыі
числом.

Решение. Пусть 5„ =  j  +  g +  • ■ • + Пусть к  -  наибольшее целое 
условием 3* < 2 п  + 1 и Р -  произведение всех взаимно простых с 6 чисы 
не превосходящих 2 п +  1. Число 3k^ i P S „  представится суммою, все слагаемы 
которой, кроме Зк~'Рф, суть целые числа.

5. Пусть п  6 N. Доказать, что все коэффициенты разложения бинома Ньк 
тона (а  + 6)" будут нечетными тогда и только тогда, когда п  имеет вид 2к -1

6. Пусть р -  простое число. Доказать, что показатель максимальной сгепені 
числа р, на которую делится п! равна J3fc>0L^J

7. Сколькими нулями оканчивается число 100! ?
Указание. Пусть 100! оканчивается с s нулями. Это значит, что 100! делит 

ся на 10*, причем s  -  максимальное число с таким свойством. Пусть 100! = 
2» 1303503. . .  _ каноническое разложение. Заметим, что

й3 =  ^ [1 0 0 /5 ’J = 20 +  4 =  24,
І>1

ûı =  [100/2’J =  50 +  25 +  12 -і- 6 +  3 +  1 > 24 =  а 3,
•> і

Поскольку 10’ =  2’5”, мы получаем, что s  = 24.
Ответ. 100! оканчивается с 24 нулями.

8 . (вопрос студенки 1 курса Жулдуз Арыкбаевой) Сколько цифр имеет 100
?

Ответ. 100! имеет flog10 100!] =  158 цифр.

9. Найти каноническое разложение числа 20! .
Реш ение. Заметиы, что простыми делителями чис-ла 20! являются 2,3,5,7, 

Поэтому каноническое разложение числа 20! имеет вид

20 =  2“ * 3“г 5“3 7“’ 11“513Q° 17“71 S)118.
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З а м ет и м , что

а , = [20/2 J + [20/4J +  [20/8J +  L20/16J =  10 +  5 +  2 +  1 =  18,

а г  =  [20/3J + [20/9J = 6 + 2 =  8, 

а 3 =  [20/5J =  4,

»4 =  120/7J =  2, 

а ъ =  [20/11J =  1, 

с*б =  L20/13J =  1, 
a , =  [20/17J =  1, 

a s =  [20/19J = 1.

Ответ. 20! = 218 ■ З8 • 54 • 72 • 11 • 13 • 17 • 18.

10. Найти наиболыпий общий делитель и наименьшее общее кратное чисел 
65 и 520; 1139 и 1288; 162 и 56; 543 и 831.

11. Доказать, что если п  нечетное, хо а" +  Ьп делится на а  +  6. 
Доказательство. а п +  Ьп =  (а  +  Ь) а‘Ьп_1_І.

12. Пусть п  € N. Доказать, что а" -  6" делится на а  — Ь.
Доказательство. а п — 6" =  (а — Ь) 53Г=о а'Ьп_і-

13. (Мерсенн) Если число 2" -  1 простое, то п  -  тоже простое. 
Доказательство. Допустим, что п  не простое и п  =  об, а  >  1,6 > 1. Тогда

2" -  1 = 2“ь -  1 = (2“)ь -  1 делится на 2“ -  1. Поскольку 2 п -  1 > 2“ -  1 > 1, 
мы получаем, что 2” — 1 не простое. Полученное противоречие показывает, что 
п  простое, если 2" — 1 простое. '

14. (Ферма) Если число 2" +  1 простое, то п  -  степень двойки. 
Доказательство. Допустим, что п  не является степеныо 2. Это означает, что

п  можно представить в внде п  =  2’а, где а -  нечетное и a  >  1. Тогда 2" + 1 = 
2“* +1 = (2“)ь +1 делится на 2“ + 1. Поскольку 2" + 1 > 2“ +1 > 1, мы получаем, 
что 2" +  1 не простое. Противоречие.

15. (Евклид) Если число 2fc+1 — 1 является простым, то число 2 к (2 к+{ — 1) 
яапяется совершенным.

Доказательство. Поскольку 21+1 -  1 -  простое, число ЛГ =  2 к(2 к+1 -  1) имеет 
следующее множество проотых делителей

D(N)  = {2',2‘(2t+1 — 1) | 0 < i < fc}.
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Тогда

к к

2‘ +  2І(2к+1 -  !) =  (Ş 2  2')(21+1 -  1 +  1) =  (2‘ +1 -  1)2к+1 =  2N .

d \N  і= 0  t> 0  »=0

Это значит, что число N  совершенное.

16. (Эйлер) Каждое четное совершенное число имеег вид 2*(2k+1 -  1), гдс 
2k+1 -  1 является простым числом.

17. Остап Бендер раздавал слонов 28 членам и 37 не членам профсоюза, 
причем всем членам профсоюза досталось поровну, и всем не членам -  тоже 
поровну. Окачалось, что у Остапа был единственный способ раздать слонов 
таким образом. Какое наибольшее количество слонов у него могло быть ?

3.11 Сравнения
С р а в н е н и е . Пусть a ,b  €  Z. Запись вида a  =  b ( m o d m )  оэначает, что число 

a  -  b делится на m . В таких случаях говорят, что числа а  и Ь сравнимы по 
модулю т .

П ример. 63 =  18(modl5).
К л а с с ы  в и ч е т о ө . Отношение a  =  b ( m o d m )  является отношением эквива- 

лентности. Соответствующие классьі эквивалентности называются классами 
вычетов. Всего имеются т  классов вычетов по модулю т .

П ример. Классы вычетов по модулю т  =  5:

0 =  {0 ,± 5 ,±10±  15, • - -},

Î = {1 ,6 ,11 ,- •, —4, —9, - • •

2 =  {2,7,17, ■ •• , - 3 , - 8 ,  -- •ь
3 =  {3,8,13, - - - , - 2 , - 7 ,  - • ■}.

4  =  {4,9,14, • • • , - 1 , - 6 , - 1 1 ,

С р а в н е н и я  п с р в о й  ст е п е п и . Решение сравнения а х  =  b (m o d m )  -  класс выче- 
тов по модулю т ,  один элемент которого удовлетворяет сравнению. Очевидно, 
что тогда любой элемевт этого класса удовлетворяет сравнению.

Пусть d  — ІІОД(а, гп ). Сравнение а х  =  b ( m o d m ) разрешимо тогда и только 
тогда, когда d\b. В этом олучае оно имеет d  решений.

Решение сравнения а х  =  b ( m o d m )  эквивалентно решению уравнения а х  + 
т у  =  b в целых числах. Способ решения таких уравнении с помощью цепных 
дробей рассматривается в пункте 3.14. При небольших т  это сравнение реша- 
ется подбором.
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С и ст ем а  с р а в н е н и и  п е р в о й  с т е п е н и . Система сравнений

а і х  =  І ң {т о (І т і) ,  
а г х  - b i { m o d m 2),

а пх  - bn ( m o d m n)

сводится к системе вида
х  =  b ı { m o d m ı ),
1 =  b i im o d m ? ) ,

х  =  bn ( m o d m „).

Чтобы решить последний достаточно уметь решать систему

{ х  =  b \ ( m o d m \), 
х  — ^ ( m o d m î ) .

Из иервого сравнения получим х  = 6, + ттііІ. Подгтавим это во второе сравне- 
ние. Получаем rnlt =  b ı —b ı^ m o d m î ) . Критерием рачрешиыости этого сравнения 
является условие НОД(г7і і , т 2)|&2 — 61. В этом случае имеем одно решение по 
модулю т 2/Н О Д (ть  т^) :

Поэтому

x = b ı + m ı { t ° + = Ь о + н о = Ь о + HOK(mı ’1112)1

является решением нашей системы из двух сравнении. Итак система из двух 
сравнении в случае разрешимости имеет единственное решение по модулю HOK(mı, m2).

В общем случае если система сравнении имеет решение, то она имеет един- 
ственное решение по модулю HOK(mı, ■ • • , 77і„).

К ш п а й ск а я  т ео р ем а  о б  о с т а т к а х . Допустим, что целые числа m j, 77/12, . . . ,  
понарно взаимно просты. Пусть Хі -  рсшение сравнения

m ı ■ ■ • ■ ■ m n =  1 ( m o d m i) ,

где i  = 1,2, . . . ,  п . Тогда

х  -  ГП2 ТП.3 ■ ■ • m nX ıb , +  п ц т з  ■ ■ • т п х г Ьг Н------ (- Тоіш2 • • • т „ - ,х „ Ь п

решение системы сравнснии

х  =  b t ( m o d m ı ) ,  
х  = 62(7710̂ 7712),

х  =  bn ( m o d m „)
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Это решение өдинстввнно по модулю произвөдөния тп\тп^ • •
П ример. Решить системы сравнеиий китайским способом

f і  =  2(m od. 5)
< i  e  3(mod6)
^ i  =  4(m o d  7)

Решение. mı =  5,m 2 — 6, т з  = 7. Имеем

ı ,  х 6 х 7 =  l(mod5) => =  3 ( m o d 5 ) ,

I , x 5 x 7 =  l(mod6) =*■ ı 2 =  -l(m.od6), 

i j  x 5 x 6 s  l(mod7) =;• x3 =  4(mod7).

Поэтому

Z = 6 x 7 x 3 x 2 + 5 x 7 x  (-1 ) x 3  + 5 x 6 x 4 x 4  =  627 

решение нашой системы сравнении. Это решение единственно по модулю 21(

3.12 Цепные дроби
К а к  п о с т р п и т ь  ц е п н у ю  дробъ  ? Пусть а , Ь 6 Z, 6 >  0. Применим алгорк 

Евклида:
а =  бдь + г'і,0 < Гі < 6, 

b -  r , q ı  + г2,0 < г2 < гь 

Гі = r 2<fe +  r3,0 < г3 < г2,

r-fc-ı =  rkqk

дпя некоторого к . Тогда цепная дробь соответствуюідая j  равна

1
Чо +  '

<7і +
1

<?2 +  ’
1

Чк-І +  •Чк
Краткая запись:

<»/*>= [Vo.Vı.-■•>&]•
П ример. Найдем цепную дробь для а  =  3614/189. Имеем 

3614 =  189 х 19 +  23,
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189 = 23 х 8 + 5. 

23 = 5 х 4 + 3,

5 =  3 х 1 +  2,

3 = 2 х 1 + 1,

2 = 1 х 2 + 0.

Тогда
3614
189 =  19 + -

8 + ■

4 + ■
1 +

1
1 + 2

или кратко
3614/189 = [19,8,4,1,1,2],

П одходягци е дроби  рационального чиола а /Ь  — [</о, Чь • ■ •, <ft] задаются так

х 4°
*° =  7 ’

=  Яо + — і Яі

&к — Яо +  '
Я і + -

Щ-
Як-1 8----Як

Тогда
Ро А P l с Р . ' Рк

6°-о~ол = о;'' 6̂ о: '"л=о-к-
Способ вычисления Р , , Q ,  дается по следующим реккурентным формулам. 

Теорема. P0 = q0, Qo = 1,

P s  P s - іЯ я  +  Рш~2, Q a  =  Q s - lQ s  +  Q a -2) Д =  1, 2, . . . , k .

Доказательство. Для s =  0,1 утверждение очевидно. Допустим, что утвер- 
ждение верно для я. Поскольку

ІЯо: Яи ■ • -. 9з+і] : ,Яі,--,Я,-иЯв +  -Яя+1
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шш

</я =  95 +  <?Я+ 1 ,

(s+l)-yıo подходящую дробь 6S+1 можно записать в виде s-ой подходящей дроб* 

ı5j+ı =  І7о, 9і 1 - - • > ?j-iı 4İ]-

Правда, здесь q'a ке обязан быть делым. Но наши вычисления формалыя 
они не требуют целочисленности q'a. По предположению индукции для <5а+1; 
P a+ ı / Q s+ ı как s-oil подходящей дроби имеем,

Р»+і =  Ps_ ід' + Р ,-2 = P,-ı(g, + 4І+і) + Р ,-2,

; Q a - l 4 a  +  <Зя-2 =  Q a - l ( q t  +  9з+і) +  Q a - 2-

Поэтому
fi+ ı = Л -і(д . +  д,+і) +  Р.-а 
Q a + l  Q a - l İ 4 a  +  4,+ l) +  Q«-2 

Рл і'Ь -1- Я,-2 +  f il-197+1 = 
Q s - \ 4 s  +  фя-2 +  + 4 7 + \ Q ’ - l  

P ,  +  P a - tg Z U  _

Q ı  +  Q a - \4 s + l

Р*Ч*+1 + P s—1
Q a 4 a +1 +  Q a - 1

Итак, индуктивный переход возможен. Теорема доказана.
Итак, числители P s и знаменатели Q s можно вычислить по схеме

3 0 1 2 5

я* 4о îı 42 4a
Р , 1 Ро =  Чо Рі = РоЧі +  1 Р2 = Pl</2 + Р ) P s = Р . . 1Ч,  +  P ,-2

Q* 0 Q o =  1 О II 5 <?2 = Ql92 + Qo Q s  =  Q s - l4 a  + Q s~2

П ример. ІІайти подходящие дроби для 3614/189. Напомним, что 

3614/189= [19,8,4,1,1,2],

Имеем,

S 0 1 2 3 4 = 1

4a 19 8 4 1 1 ____-тГ
P , 1 Po = 

19
Pı =

19 x 8 +  1 
= 153

P 2  =
153 x 4 + 19 

=  631

p3 =
631 x 1 +  153

= 784
784 x 1 + 631 

= 1415

Л
1415 ч 

= J
------7Г

Q a 0 Qo =  
1

<3ı =  
8

Q2 =
8 x 4  +  1 

=  33

Q3 =
33 x 1 +  8 

= 41

Ç?4 =
41 x 1 + 33 

=  74

Ijl

74 xj
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Поэтому
йо =

19

.  153
гі =  Х ’

Ö 2 —  

63 =  - 

<?4 =

*  =  ■

Ро =  19, Qo =  1,

Р \ =  153, <5х =  8, 

Р г  =  631, Q2 =  33, 

Р з =  784, Q 3 — 41, 

Р* =  1415, Q t  =  74, 

Р5 =  3614, <?5 =  189.

0 ,1 ,2 ,... , к  и все

631 
33 ’
784
1 Г ’

1415 
74 ’

3614 
189 ’

Свойства подходящих дробей. Внизу полагается, что , 
примеры внизу относятся к числу а /Ь  =  3614/189.

1 P „ Q ,  6 Z, причем Q ,  € N для всех s  и Q j <  <Ş2 < . . .  < Q k .

ІІример. Зиаменатели начиная с первого члена образуют возрастающую 
последователыюсть: 1 < 33 <  41 < 74 <  189 

2- P .-lQ , -  PaQ a-i =  (-1)*.
Доказательство. Будем рассуждать индукцией ıra s  =  1 , 2 , Пусть 

5 = 1. Имеем /1, =  <70, Qo = l,P ı =  Ç0Ç1 +  1,<5і =  Q \. Тогда

P oQ \ ~  P ıQ a  =  q04ı -  (90V1 +  1) х 1 =  -1 .

Допустим, чтоутверждение вернодая s .  Тогда P .+ l =  P .q ,  + P , . u Q a+l =  Qw> +
Ч Г л -1 , И

/JjQ*+1 “  p*+lC?» =  Р Л Я .Ч . +  Q a- 1) -  (P ,q .  + P , - ı ) Q ,  =  -  P ^ , q ,.

Значит no предположению индукции

PsQ a+1 — P ,+ lQ a — —( —l)e.

11ТПримерЦИ0ИИЬІЙ Перех°д В03М0Жен' Утверждение доказано полностью.

P*Qı ~  PıQo = 19 х 8 -  153 х 1 =  - 1,

P \Q 2  -  Р гЯ і =  153 X 33 -  631 х 8 =  1,

P *Q з ~ P 3Q 2 = 631 х 41 -  784 х 33 = -1 ,

-  P iQ z -  784 х 74 -  1415 х 41 = 1,

P*Qs -  P5Q4 = 1415 х 3614 -  3614 х 74 = -1 .
3. НОД(Р„<Э.) = !
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Доказательство. Следует из предыдущего свойства: если d  = НОД( P e ,Q , ) ,  
то d  -  делитель числа (—1)*, поэтому d  ~  1.

П ример. НОД(19,1) =  1,НОД(153,8) =  Х,НОД(631,33) =  1,НОД(784,41) = 
1, НОД(1415,74) =  1,НОД(3614,189) =  1.

4. |<5, -  | =  Qi_ \q ' ■
Доказательство. Утверждение следует из формулы пункта 2 :

6 , -  і = P ,Q a - 1 -  P , - l Q t

Qn-\Qn
( - 1 ) -
Q ,- ıQ . '

Sı > S3 > Sb > ■ ■ ■ > 62p+i > ■■■> a / b  

So <  S2 <  S4 <  ■ ■ ■ <  S2p <  ■ ■ ■ <  a / b

Пример. Sı =  153/8 > 63 =  784/41 > S5 =  3614/184 > a/b, S0 = 19 < S2 
631/33 <S4 = 1415/74 < a/b

3.12 .1  Задач и

1. Разложить в цепиую дробь и найти все подходящие дроби разможения:
§f; 2,71828; 3,14159.

2. Преобразовать в обыкновенную дробь следуюіцие цепные дроби [2,3,1,4]; 
[2, 1, 1, 2 , 1, 6 , 2, 5] .

3. Преобразовать цепную дробь в обыкновенную

1
1 +

2 +  ■
3 + -

1
4 + 5

3.13 Мультипликативные функции
М у л ы п и п л и т т и в н а я  ф у н к ц и я  это функция Ө : N  —» С с условием 0(аһ) -  

в(а )Ө {Ь ), для любых а ,Ь  € N  таких, что НОК(о, b) -  1.
П редложение. Пусть 0  -  мультипликативная функция и 0(оо) Ф 0 для 

некоторого а 0 6 N. Тогда Ө (1) =  1 и 0(о) полностью определяется своими зна- 
чениями в степенях простых чисел.

Доказательство. Поскольку

Ө (ао) =  е(поі) =  0(ао)9(1), Ө(оо) ф  0,
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имеем
0(1) =  1.

Если о =  р" ' • • -р£* и рі < • • • < р*, то ввиду мультишшкативности 0,

0(«) = 0(р?')...0(р“‘).

Таким образом, если мы знаем значения 0(р”*), где р і -  простые числа и a* € N, 
то числа 0(а) вычисляются однозначно для любых а 6 N.

Пример. Положим 0(1) =  1 и 0(р“) = 2*, если q 6  N. Тогда

W  ■••рГ) = % ? ')•  -%Г) = 2‘-
Иными словами функдия 0 , определенная по правилу

Ө(а) =  2*,

если а имеет к  различньіх простых делителей, является мультипликативной.
Лемма. Пусть 0і и 02 -  мультипликативные функции и 0 -  функция опре- 

делеиная по правилу Ө(а) =  0і(а)02(а). Тогда 0 -  мультипликативна. 
Доказательство. Имеем

0(1) =  0 (1 )0 (1 ) =  1.

Если НОД(а, 6) =  1, то
Ө(аЬ) =  01(ob)02(ob) =

0і(а)0!(6)02(а)02(6) =  0і(а)02(а)01(0)02(6) =

Ө(а)Ө(Ь).

Предложение. Пусть 0 -  мультияликативная функция и а  =  р" 1 ■ ■ ■р%к -  
каноническое разложение числа а. Тогда

к

£ 0 ( а )  =  П (1  + % 0  +  -•■ +  % ?))■
</[л »=1

Доказательство. Раскроем скобки правой части. Получаем сумму слагаемых 
вида

<'(pf, ) - - - 0 ( r f * )  =  0 ( p f  ■ ■ •^ ‘ ).

Поскольку всякий делитель числа а  имеет вид р?1 ■ • - pf‘ , в левой части стоят 
такая же сумма.

К ол и ч ест во  д е л и т е л ей  числа п

г(п) =  (а, +  1 ) - ( а *  +  1), 

где п  = р“‘ .. р£1-  каноническое разложение.
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П ример. т(60) =  12.
Ф ун к ц и я  М еб и у с а  р ( п ) =  0, если п  делится на квадрат простого числа, 

/ і ( п )  =  ( 1 ) * ,  если п  -  произведение k  различных простых чисел.
П ример. р(60) =  0, д(30) =  —1, р{35) =  1.
Предложение. ГІусть Ө -  мультипликативная функция и а  =  р"' 

каноническое разложение. Тогда

Доказательство. Произведение двух мультипликативных функции 0 \{ а )  = 
Ө (а )іі(а )  также является мультипликативной. Поэтому

Доказательство. Возьмем в качестве мультипликативной функции 0 функ- 
цию, заданную по правилу Ө (а) =  1, для всех a  е N.

Доказательство. Возьмем в качестве мультипликативной функции Ө функ- 
цию, определенную по правилу Ө (а) — для всех u 6 N.

Ф ун к ц и я  Э й л е р а  ф (п ) -  количество натуральных чисел меньших чем п  и 
взаимно простых с п . Имеет место формула

где Рі -  простые делители числа п.
Пример. </>(60) =  60(1 -  і)(1 -  |)(1  -  і)  =  240.
Теорема Эйлера.

НОД(а.п) =  1 =* а^(п) -  1 =  O (m n d a ).

Доказательство. Назовем а обратимым по модулю и, если аи =  1 (rnod п). 
Если a , Ь обратимы по модулю п , ю  ab  обратимы по модулю п:

Пусть « i , . . .  -  представители всех обратимых классов вычетов по мо- 
дулю п . Если их всех умножить на число о, то получатся представители всех 
обрагимых классов вычетов.

Ем(<*Ж<і) = (1 -0 (р ,))  •• • ( ! - % * ) ) .

0ı (р) =  —0(р), Ө і ( р ° ) - 0 , а >  1.

Осталось применить предыдущее предложение.

Следствие. 1, если о =  1.если а =  1.

а и  =  l ( m o d n ) ,b u  =  1 (ттшіп) =4- (a b ) (u v )  =  1 ( m o d n ) .  

Если а  обратим по модулю п , то

ou =  a v ( m o d n )  =Ф- и  =  v ( m o d n ) .
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Перемножим все обратимые вычеты двумя способами:

( і \ ' ' ш û0(n) — (<wı) * * ■ І ^ ф ( п )  ~  ’aj • ■ • о .ф ^п ) -  

Поскольку а \  ■ ■ ■ также обратим по модулю п , мы получаем, что

а ФЫ =  1 ( m o d n ) .

M ajLoji т е о р е м а  Ф ерм а  Ддя любого простого р  и для любых a e  Z, 

а ғ  — a =  0 (m o d p )

Доказательство. Заметим, что ф (р) =  р —1. Утверждение следует из теоремы 
Эйлера.

П ример. Для любого целого числа a числа а ь и а  оканчиваются одинако- 
выми цифрами.

3.13.1  Задач и

1. Пусть т (п )~  количество делителей числа п  =  р“‘ • • ■ . Доказать, что

т (п) =  (оц +  1) • • • { а к +  1).

2. Найти г(5600),г(11б424).

3. Найдите все натуральные числа меньшие 300, имеющие ровно 15 делите- 
лей.

4. Пусть п(п.)-функция Мебиуса:

, , _  f 0, если п  делится на квадрат простого числа,
' \  ( - l ) t , если п  -  произведение к  различных простых чисел.

Если Ө(а) -  мультипликативная функция, то

к
Ş>(d)0(d) = "  %<))-
<і|о І=1

где п  =  р“’ • ■ каноническое разложение числа п.

5. Найти р { п )  для всех п =  1 ,2 ,..., 100.

6. Пусть Ө -  мультипликативная функция и Ө, = Доказать, что 0,
также мультипликативна.

67



F(n) = ]T > (d )G ^ ) .

10. Найти п, если 

.  (6(11") =  13310

• ф ( Т ')  =  705894

11. Найти п, если ф (п )  — 1792 и п  имеет вид п  =  2"5^137.

12. Проверить формулу <̂ (d) =  п на примерах п  — 100,1240.

13. Доказать, что
•  ф (4 п )  =  2ф (2 п )

• 0(4п + 2) =  <£(2n + 1)

14. Пользуясь формулами Эйлера и Ферма, иайти остаток от деления: З78 
на 11 ; 493 на 13; 46921 на 21.

15. Найти последнюю цифру в десятичном представлении чисел: 9100; 13219; 
17зоо. 2434»2; 4732004.
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3.14 Решение уравнении в целых числах.
Способ нахождения частного решения ураөнения ах +  b y  =  1 

Разложим а/Ь в цепную дробь:

“ / 6 =  •••.*]•

Пусть бь-і -  (к — 1)-ая подходящая дробь и ök~ı =  Pk-ılQk-ı- Тогда х = 
Q k ~ ı , y  =  ( ~ 1 ) кР к - і  -  решение уравнения ах +  by = 1.

П ример. Уравнение 3614х + 183у =  1 имеет частное решение х =  74, у =  
— 1415. поскольку, как мы установили выше, к  =  5 и <54 =  1415/74.

Общее решение уравнения ах 4- Ъу =  с.
Пусть d — НОД(а, 6). Уравнение ах + Ьу =  с имеет целочисленное решение 

в том и только в том, случае когда с делится на d.
Пусть (хо, Уо) ~  частное решение уравнения ах+by =  с. Тогда обіцее рсшснио 

этого уравиения имеет вид
6

х  =  Хо — -Л, d
а

У =  Уо +  2 1'

где t  e  Z .

П ример. Найти общее решение уравнения 3614л; + 189у =  1. Как было 
установлено выше это уравнение имеет частное решение х 0 =  74, у 0 =  —1415. 
Мы знаем, что числа 3614 и 189 взаимно просты: d  =  1. Поэтому общее решение 
имеет вид

х =  74 -  189«, у =  -1415 +  3614«.

П ример. Решить уравнение 12х +  15у =  4 в целых числах.
Уравнение решения не имеет, поскольку с =  4 не делится на наибольший 

общий делитель d  =  3.
П ример. Решить уравнение 12х +  15у =  6 в  целых числах.
Уравнение имеет частное решение хо =  —2, у0 =  2 и d =  3. Поэтому общее 

решение имеет вид
х = - 2 - 5 « , у  =  2 +  4«, t e Z .

3.14.1  Задач и

1. Имеют ли решения в целых числах следуюіцие уравнения ?

•  ЗОх + 64 у  =  7

•  12х +  86у =  16
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2. Решить сравнения в целых числах
• 7 х  =  5(mod31)

• 6ж н  17(mod29)

•  —7 х  =  21(roodl4)

3. Решить уравнения в целых числах
• 53х -  П у  =  25

• 47і + ІОЬу — 4

• 18я +  33«/= 112

.  11х +  16у =  156

4. Докажите, что число внутренних целых точек отрезка с целыми концамн 
А ( х и У і ) ,  В ( Х 2 ,У і )  равно d. -  1, где d =  (j/ı -  у 2, х 1 -  х 2).

5. Через сколько целых точек проходят стороны треугольника с вершинамн 
>1(2,3), В(7,8), С(13,5).

6 . Найдите иаименьшее натуральное число, кратное 7 и дающее остаток 1 
при делении его на 2,3,4,5,6.

7. Припишите справа к числу 79 такое двузначное число, чтобы полученное 
четырехзначное число ири делении на 11 и 13 дало бы соответственно остатки 
3 и 5.

8 . Требуется п}юложить трассу газопровода на участке длиной 450 м. В 
распоряжении етроиіелей имеются трубы размеров длиной 9 м и 13 м. Сколько 
труб того и другого раэмера надо взять, чтобы проложить трассу ? Трубы 
резать не следует, число сварных швов должно быть минимальным.

Решение. Пусть х, у  -  числа труб длин х  и у  соответственно. Тогда
9х +  13 у  =  450.

Построим цепную дробь для 13/9 и посгроим с ее помощыо решение частное 
уравнения 9 х  +  І З у  =  1. Имеем

9 |13 
0

13 19
Z Î. 1 

9 |4
= 3 .  2 

4 Іі
_4 4
0
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Итак, НОД(9,13) =  1 и
9 /13=  [0,1,2,4).

Имеем
— 0, <$х =  1,6% — 2/3.

Итак, к = 3, Рк- 1  = 2, Qk-ı — 3. Поэтому

ха =  3, у0 =  -2

-  частное решеиие уравнения 9 і +  13і/ =  1. Значит х \  =  3 • 450 =  1350, й  = 
—2 • 450 =  —900 частные решения уравнения 9 х  +  І З у  — 450. Итак, общее 
решение уравнения 9х + 13у  =  450 имеет вид

х  =  1350 -  131, у  =  -900 +  9 t ,  t e  Z

Найдем такие t e  Z, что х ,  у  будут неотрицательными:

/  1350 -  13« > 0 
\  -900 + 91 > 0

Решение этой системы неравенств:

103İİ > t  >  100. 
іо

Значит целыми решениями »той системы неравенств будут: 

t  =  100,101,102,103.

Составим таблицу ________________________
< 100 101 102 103
X 50 37 24 11
У 0 9 18 27

х  +  у 50 46 42 38

Число швов равно х  +  у .  Мы видим, что минимальное число швов получается 
при х +  у  — 38. Значит х =  11, у  =  27.

О т в р т . 11 труб дииііы 9 и 27 труб длины 13.



3.15 К ом пью теры  и просты е числа

3.15 .1  К ом пью терны е тесты  на простоту чисел

Напомним, что число п  называется составным. если п  — a  b для некоторых 
a , Ь € N. В противном случае п  называется простым.

Имеются две основные проблемы касательно простоты п .
П роблема 1. Яшіяется ли п  простым?
П роблема 2. Как разложить п  в произведение простых сомножителей ?
Теоретически эти две проблемы эквивалентны. На практике при больших 

п  эти задачи превращаются в очень сложные и совершенно разные проблемы, 
которых нельзя решить без помощи супермощных компьютеров.

Прежде чем рассказать об алгоритмах проверки простоты на компыотерах 
приведем несколько примеров. Математически они явно куръезны, но они ил- 
люстрируіот возникающиеся трудности.

Число
Ю100 + 267 =  1.00 00.267

97 нулей

является последним простым числом с 101 цифрами. На компыотерах это мож- 
но проверить в несколько секунд. Если число 200-значное, то типичное простые 
числа этого порядка требуют для проверки несколько минут.

Вероятно, что число

іозі цифр

является простым. Чтобы разобраться с такими числами требуются нескапько 
недель.

Для чисел некоторых специальных типов можно пойти дальше. Например, 
Д. Словинский с помощью компьютера CRAY-1 докагмиі, что 25962-значное чис- 
ло Мерсенна

286243 -  1 =  536... 207

является простым. Это потребовало несколько часов машинного времени. На- 
помним, что число Мерсенна определяется как число вида 2” — 1.

Выше в разделе 3.10.1 (см.задачу Мерсенна) мы доказали, что простота п  
является необходимым условием для простоты числа 2" — 1. Это условне не 
является достаточным. Например,

р, =  22 -  1 =  3,р2 = 23 -  1 =  7>Рз = 25 -  1 =  31, р ,  =  27 -  1 =  127

действительно являются простыми, но число 211 — 1 =  2047 =  23 • 89 -  иет. Вот 
список первых семи простых чисел Мерсенна {первые четыре нростых числа

72



нриведены выше)

Рь =  213 -  1 = 8191, щ  = 217 -  1 = 131071,Р7 =  219 -  1 =  524287.

D 1998 году, 2 февраля, Роланд Кларксон, 19-летний студент Калифорішй- 
ского Государственного университета объявил об открытии 37-го числа Мер- 
сеына. Им оказался число 23021377 -  1.

В 2004 году 15 мая, Джош Финдлей (Josh Findley) открыл 41-ое число Мер- 
сенна 224036583 — 1. Число имеет больше 7 миллионов цифр и является наиболь- 
шим простым числом известным в настоящий момент (10 октября 2004). Джош 
проверял этот факт около двух недель на своем компыотере 2.4 GHz Pentium 
4 . Он был терпелив и ловил удачу около 5 лет. Новизна и простота числа были 
перепроверены Тони Раих (Tony R.eix) в течение 5 дней. Он использовал опе- 
рационную систему Линух на компыотере 16 Itanium II 1.3 GHz CPUs. Вторая 
проверка была сделана канадцем Джефф Гилхрист (Jeff Gilchrist). Провсрка 
потребовала 11 дней.

Проблема разложения числа на простые сомножители гораздо сложнее. Су- 
ществующие методы раслравляются с числами порядка 40 или 50 цифр в несколь- 
ко часов. Известно, например, что число

2ИЗ -  1 =  159... 791

является составным, но найти хотя бы один его сомножитель очень нспросто. 
Последнее достижение в этой области: 13 сентября 2004 года Давид Симкох 
(David Symcox) нашел 53-дифровой сомножитель для числа Мерсенна 2971 — 1. 
Это было наименьшее число Мерсенна, дая которого сомножители не были 
известны.

Удивительно, что не зная сомножителей можно узнать является ли задан- 
ное число простым или нет. Такие факты обычно устанавливаются с помоіцью 
следующей теоремы или их разновидностями.

Теорема Ферма (Пьер Ферма, 1601-1655, работал юристом в Тулузском 
парламенте. На досуге занимался математикой.)

п простое => а п =  a ( m o d n ) ,  Vo e  Z.

Заметим, что для данных а  и п  легко проверить выполнена ли заключе- 
ние теоремы Ферма (по крайней мере на компьютере). Это верно даже если а  
и п очень большие. Например, для чисел порядка ІО100. Для этого не нужно 
начинать вычислять непосредсгвенно а п : даже ддя а = 3, п »  ІО100 это число 
становится насколько большим, что его невозможно вычислить даже на ком- 
пыотере. Вместо этого достаточно вычислять остатки а п от деления на п . Это 
можно легко сделать, например, последовательными возведениями в квадрат и 
умножениями по модулю п .

Чтобы заключить, что п  составное, достаточно найти хотя бы одного a  € Z 
не удовлетворяюіцего условию а п =  a (r n o d  п ) . Для этого не нужно находить 
делителей числа п.



Чтобы док&зать простоту п  необходимо обращение теоремы Ферма. Здесь 
возникают две проблемы.

1. Первая проблема состоит в том, что непосредственное обращение теоремы 
Ферма, в котором импликация => заменяется на 4= неверно. Число Рамануджа- 
на 1729 =  7 ■ 13 • 19 составное, но

а Ш9 =  a ( m o d  1729), V a  € Z.

Составные числа обладаюідие этим свойсгвом называются числами Кармайкда. 
Вероятно, таких чисел бесконечно много.

Список первых 10 чисел Кармайкла:

Числа Кармайкла канонические разложения
561 3 1 1 -1 7
1105 5-13-17
1729 7-13-19
2465 5-17-29
2821 7-13-31
6601 7-32-41
8911 7-19-67
41041 7-11-13-41
825265 5 -7 -17 -19 -73
413631505 5 • 7 • 17 • 73 • 89 • 107

2. Вторая проблема состоит в том, что даже, если непосредствениое обра- 
іцение теоремы Ферма верно, это дает не так уж много, поскольку проверка 
условия un — a  =  0( m o d n )  дая всех цельіх a { r n o d n )  почти иеобозрима, даже 
ддя п  средних размеров.

Как решать эти проблемы ?
Первая проблема решается использоваиием более утонченвых версии теоре- 

мы Ферма, которые допускает обраіцение. Мы приведем два примера. Первое 
-  алгебраическое обобщение теоремы Ферма.

Теорема. п  -  простое =4- (а  +  6)" = a" +  b " ( m o d n ) ,  Va,  b e  Z.
Пусть n  -  нечетное. Прежде чем дать теоретико-числовое обобіцение теоре- 

мы Фермамы напоминаем, чтосимвол Якоби (jj) € { 1 ,-1 } д л я а €  Z,HOfl(a,n) 
1 определяется так

(^) =  a ı ( m o d n ) ,  если п  -  піюстое ,
(^) =  , если п  =  рі • • -рг, где -  простые числа ,
Һ )  = 0 , если НОД(а, Ь) ф  1,
(ŞJ = 1, ддя всех о е  Z.

Символ Якоби изучается в теории Гаусса. Теория базируется на квадратич- 
ном законе взаимности. Мы не будем приводить этот закон, но отмегим одно
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следствие: используя закон взаимности можно эффективно вычислить ( | ) , да- 
же если разложение п  на простые сомножители неизвестно.

Из определения символа Якоби вытекает следующее формулировка теоремы 
Ферма.

Теорема.

п -  простое => а ~  =  ( m ,o d n )  для любого а 6 Z такого, что IІОД(a,n) =  1.

Даже для больших « и я с  помощыо компьютера можно легко проверить 
выполнено ли условие =  (- )  (m o d n ).

В 1976 году Д.Н. Лехмер доказал, что обращение этой теоремы верно.
Теорема. Если п  нечетное составное число, то а т  ф  (^) (m o d n ), по край- 

ней мере для иоловины всех и € { 1 ,2 ,..., п  — 1}, взаимно простых с п.
Таким образом, решение проблемы 1 можно считать удовлетворитапьным.
Проблема 2 все еіце остается: нет вычислительно осуществимых провеіхж 

дпя всех u ( m o d n ) .  Первый предлагаемый ыетод, чтобы решить эту проблему — 
вероятностный метод. Он состоит в следующем. Выбе)жм 100 случайных зна- 
чении из множества { 1 ,2 ,..., п -  1} и проверим для них условие

= ±1 ( m o d n ) .

Если это не верно хотя бы дпя одного а, то конечно, п  -  составное. С другой 
стороны, если это верно для всех выбранных наугад 100 чисел а, то п  имеет 
большую вероятность чтобы быть простой.

Чтобы убедиться в этом, предположим, что п  -  не простое. По теореме Лех- 
мера для всякого фиксированного а  вероятность вышеприведенного сравнения 
< 1/2, поэтому вероятность выполнения сравнения для всех 100 чисел

<  (1 /2)100 <  о. роооооооооооооооооооооооооооо;.
3 0  д и ф р

Поэтому очень трудио совневаться в простоте ті.

Этот метод в основном был предложен Р. Соловеем и В. Штрассеном. Как 
видим, в математическом смысле он неспособен давать строгие доказательства 
простоты. С другой стороны он очень быстр и может быть применен прежде 
чем использовать другие методы пожираюіцие много времени.

Следующий метод решения проблемы 2 является футуристическим, посколь- 
ку он зависит от недоказанной гипотезы -  от обобщенной гипотезы Римана. Это 
утверждение касается распеделевию нулей некоторых коыплексных функции. 
Исходя из этой гипотезы Г.Л. Миллер в 1976 году докаяаі, что в вышеприве- 
денном тесте можно рассматривать только такие а ,  что

a  <  70(logn)2, а -  простое.
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Если для всех таких а  выполнено условие =  (a)(m odn), то используя 
обобщениую гипотезу Римана ыожно доказать, что п  простое. Этот метод имеет 
два недостатка. Первое, грубые оценки ноказывают, что для чисел имеющие 
около 100 цифр, метод работает примерно 500 раз медленнее чем обсуждаемые 
методы.хотя для достаточно больших п он работает бьістрее. Второй педостаток 
метода: он основан на недоказанном утверждении -  на гипотезе Ри.мана.

3 .15 .2  К р ипосистем а с откры ты м клю чом

Мы видим, как древняя наука о простых числах остается очень привлека- 
гельной и для суперсовременных технологии. Она нужна не только для того, 
чтобы испытывать мощности новых компьютеров. Приведем в заключеиие еіце 
одно применеиие обсуждаемого круга вопросов в построении криптосистем с 
открытым ключом.

Предположи.ч, чго отправителю нужно отправить сообщение (цслос чигло х 
такое, что 0 < X  <  N)  получателю. Для этого іюлучатсль делает общсдоступ- 
ными два числа: N  и е (открытый ключ), которые подчинеиы двум условиям:

•  N  = рд, где р  и q большие простые числа, которые В  держит в секрете.

• число е 6 N берется взаимно простым с ф {М )  =  ( р  — 1 )(ş — 1).

Отправитель передает вместо х  число Е(х) — xe(modN).  Это и есть зашифро- 
ванное сообщение, которое отправляется получателю.

Чтобы восстановить исходное сообщение, получатель поступает так:

• находит d € N  такое, что 1 < d <  N — 1 и ed =  1 ( т о й ф ( Ы ) ) .  Это сравиение 
разрешимо единственным образом, пос.кольку е взаимно прост с ıp ( N ) ) .  
Для решения сравнеішя ed = 1(тп<мІф(Һ')) получатель должен вычислить 
ф ( N ) ,  что для него не составит труда, так как ф(ІЧ) = ф(р(/) — Ф{р)Ф(ч) = 
( Р -  1)(9“  !)■

• далсе, вмея в распоряжение число у  =  Е ( х ) ,  получатель вмчисляет D(y) — 
yd(rnodN), которая и есть исходное число . Действительно, ио теореме Эй- 
лера,

у'1 =  хы = x *<">fc+1 ~  (x ^ N))kx  =  x(modN).

Что жс получаем в итоге ? Отправителю нет иеобходимости знать сомно- 
житсли р и </, т.е., ему не нужно зкать метод дешифровки. Получатель по по- 
лученному сообщению лсгко восстанавливает исходиый текст. Туго иридется 
злоумышленішку, который хочет раскрыть исходное сообщение. Он вынуждеи 
находить сомножители р  и q, а эта задача, как мы отмечали выше имеет боль- 
шую вычислительную сложность.. Итак, при шифровке с открытым ключом 
сообшение отправителя в принципе может быть раскрыто, но ие сразу. Если
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есть срок актуалъности сообщения и раскрытие может произойти после этого 
срока, то отправителю и получателю выгодно пользоваться этим методом.

Этот метод шифровки носит название криптосистемы с открытым ключом. 
Идея построения односторонней функции с секретом, лежащей на основе таких 
криптосистем высказали ы 1975 году Диффи и Хэллмэн.

П ример. Допустим, что N  =  4294967297 и е =  19. Допустим, что получено 
сообщение у  =  2. Найти исходное сообщение х .

Прежде чем пристуиать к решению задачи, скажем несколько слов откуда 
взяты числа -V н с и почему <j>(N) и е взаимно просты. Вудем думать, что 
злоумышленник не посещает наши лекции и не читает нашу книжку.

Заметим, что пятое число Ферма

N  =  22'  + 1 =  4294967297

4294967297 = 641 ■ 6700417.
не является нростым:

Поэтому,
Ф(22’ + 1) =  (641 -  1)(6700417 -  1) =  4288266240.

Ясно, что делится на большую степень числа 2, именно на 214. Нетруд- 
но проверить, что 4>(N)/214 разлагается в произведение трех нростых чисел

ІІтак,

^(Л7)/214 =  3 ■ 5 • 17449.

ф {М )  =  4288266240 =  214 • 3 • 5 • 17449

-  каноническое разложение. В частности, числа <İ>{N) и е взаимно просты. 
Решение. Представим ф { Ы ) / с  в виде цепной дроби:

4288266240
19 =  225698223 + -

П оэтомү

S0 =  225698223,

=  225698223 +  ̂ I 354189339
6 6

Значит,

к  =  2, Р г =  1354189339, Q, =  6.

19 ■ 1354189339 -  6 ■ 4288266240 =  1.
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Д р у ги м и  словам и , в качестве d,  обратного  к  19 по м одулю  <j>(N)  м о ж ем  в зя ть

d =  1354189339.

Заметим, что d  = <і( • d%, где

d ı  — 8689, (İ2 =  155851.

Имеем

Следователыю,

2di =  2048(modN), 
2048dl =  134217728(mod Af).

x  — 2 d — 134217728 (m o d  N ) .

Ответ: x  =  134217728.
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Глава 4

Темы для самостоятельных работ

Кто хочет получить оценку "отлично автоматом” может разработать одну 
из предложенных ниже тем. Для этого следует написать контрольные работы 
за два модуля на не ниже чем 30 баллов и темы должны быть разработаны на 
не ниже чем 15 баллов.

Желаю успехов !

4.1 Задачи

1. М ул ъ т гш о м и а л ъ н ы е  к о эф ф и ц и ен т ы  (3) Доказать формулу

-  мультиномиалыше коэффициенты.

2. С ч а с т л и в ы е  б и л ет ы . (4)
Вилет содержит 6 цифр. Билет называется счастливым, если сумма первых 

трех цифр совпадает с суммой последних трех. Сколько существуют счастли- 
вых билетов ?

3. Н е к о м м у т а т и в п ы й  б и н п м  Н ь ю т о н а  (15)
Допустим, что иеремснные х, у  удовлетворяют условию

\х , у \  =  X
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или
у х  -  х ( у  -  1).

Надо найти формулу для (х  + у ) п .
Именно, докажите, что

( х  +  у ) п =  J 2 \ ' n S i ( x , y ) ,
і=0

где
So(x,!/) =  l,

Si(x, у) = '52 f  * V ( v  +!)••(!/  + i - j ) + x j
j=0 

И

AS = 1, AS = ASI1, -  (i + l)Aj,_j,i = 0 ,1 ,... ,n.
Другими словами, (для тех, кто знает что такое число Стрилинга)

AS = (-1)"+‘ С ‘„

где «S, X < і  <  п ,  -  числа Стирлинга второго рода.
При выводе формулы (коммутативной) Ньютона мы пользуемся законами 

ассоциативности и коммутативности. Например,

( х  +  y f  -  ( х  +  у ) ( х  +  у )  - х х  +  х у  +  у х  +  у у -

(тождество коммутативности) = х2 + 2х у  + у 2 .

D общем случае
(х  +  y f  =  X2 + 2 ху  + У1 -  [ i ,  у ] ,  

где \х, у) — х у  — ух -  коммутатор. Поэтому

( х  +  у ) 2 =  і 2 +  2х у  +  у г -  х  =  50(х, у )  -  3S, ( х ,  у )  +  52(х ,  у ) .

где

S 0( x , y )  =  1, S t ( x , y )  =  t/ +  1 +  rc, 52(х, y )  — ( y  + l)(y +  2) +  2 x ( y  + 1) + x 2.

При выводе формулы для суммы квадратов тождество ассоциативности не 
нужен. При выводе формулы для суммы кубов мы должны пользоваться зако- 
ном ассоциативности, хотя бы для того чтобы определить что такое куб:

( х х ) х  — х ( х х ) ,

поэтому мы можем положить х 3 =  ( х х ) х  =  х ( х х )  ие заботясь о том, где рас- 
положена скобка. Нас интересуют формулы ддя степеней суммы ( х  + у ) "  при
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этом разрешается расставлять скобки где хотнм, но переставлять элементы мы 
должны с болыной осторожностью, используя формулу ух  =  ху -  х.

4. Неассоциативная расстановка скобок. (10)
Сколькими способами можио рагставить скобки на п  буквах? Например, 

имеется 5 способов расстановки скобок ддя 4 букв:

Поскольку закона ассоциативности нет, все эти элемснты различны. Надо до- 
казать, что имеется

путей неассоциативных расстановок скобок. Такие числа мазываются числами 
Каталана. Имеется очень много других интерпретации чисел Каталана.

5. Коммутативная рассгпановка скобок. (20)
Предыдущая задача при условии закона коимутативности

Пусть с„-количество коммугативных расстановок скобок на п буквах. Иапри- 
мер, с4 =  2, поскольку имеется только 2 способа коммутативных расстановок 
скобок на 4 буквах

Остальные 4-х буквевные элементы с помощыо закона коммутативности сво- 
дится к зтим двум елементам:

Постройте коммутативные расстановки скобок для п <  10 и убедиться, что

п 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
с,ь 1 1 1 2 3 6 11 23 46 98

Попробуйте найти асимптотику ддя Точиой формулы ддя Сп аналогичпой 
()юрмуле Каталана неизвестно.

6. Тождество Абеля. (10)

a(a(atı)), (аа)(аа), ({аа)а)а, (а(иа))а, а((аи)а).

ab =  ba, Va, Ь.

а(а(аа)), (іш)(аа).

( (аа)а)а = а((аа)а) = а(а(аа)),

(а(аа))а = а(а(аа)), 

а((аа)а) = а(а(аа)).
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Д о к а за т ь , ч то  д л я  любых х ,  у ,  z ,

( і  +  у ) п =  ( ) х ( х  -  k z f  \ у  + kz )" к,

7. И?,]т в 15 (5)
Доска размсром 4 x 4  заполнена 15 фишками, занумерованными числами 

1 , 2 , ,  15. Выиимать фишки запрещено. Разрешается двигаться в свободную 
клстку как показано в следующем примере

15 2 3 14
8 G 7 10
9 11 12
13 5 4 1

15 2 3 14
8 0 7 10
9 5 11 12
13 4 1

15 2 3 14
8 6 7 10
9 5 11 12

13 4 1

Можно ли в положении

1 2 3 4
5 0 7 8
9 10 11 12
13 15 14

с помощью таких дви-

жении поменять местами фишки с номерами 14 и 15 :

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 15 14

1 2 3 4
0 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15

8. Ф о р м ул а  А л ъ п е р н а . (10)
Доказать, что

где / (’1,(1/()- n-ая производная функции /  в точке 1/1.

9. Т ео р ем а  В и л ъ с о н а  (4)
Доказать, что если р  простое, то (р  -  1)! +  1 делится на р .

10. Ч исло Р а м и н у д ж а п а ($ )
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Д о к а за т ь , ч то  а ш э  =  a (m o d  1729) д л я  всех а  6  Z.

11. Р а с с е я н н ы й  гарО еробщ ик. (5)
Джентельменьі сдали в гардероб свои шляпы. Когда головные уборы были 

возвращены, они заметили, что гардеробщик все перепутал и никто не полу- 
чил свою шляпу обратно. Сколькими способами он это может сделать, если 
количество джентельменов -  п.

(Д'ія тех кто знает что такое вероятность) Найти вероятность такого собы- 
тия.

12. Р а с с е я н н ы е  ак са к а л ы  и  га л о ш и . (10)
Несколько усложненная предыдущая задача. В мечеть нельзя заходить в 

обуви. Аксакалы после намаза вышли из мечети и надели галоши. Одноногих 
аксакалов нет. Аксакалы различают левые и правые галоши. Сколькими спо- 
собами может возникнуть такое событие, если количество аксакалов -  п .

(Для тех кто знает что такое вероятность). ІІайти вероятность того, что 
никто из аксакалов не наденет свои галоши.

13. Т о ж д е с т в а  Л и  (8)
Пусть А  -  ассоциативное кольцо с умножением о. Другими словами в А  

выполнено 'іождество

a о (Ь o с) = (a о 6) o с, Va,6, с € А.

Введем в А  новое умноя^ение обозначаемое квадратной скобкой [, ] по правилу 

[а, 6] =  a  о Ь — b о а.

Эго умножение называется умножением Ли или коммутатором Ли в честь нор- 
вежского математика Софуса Ли. Докажите что новое кольцо удовлетворяег 
тождествам

[а ,6 ]  =  - [ Ь , о ] ,

[[а, 6], c ]  +  [[ft, c], a ]  +  [[с, e], 6] =  0.

14. Т о ж д ех т в а  Й орд ан а . (10)
Пусть А -  ассоциативное кольцо с умножением о. Введем в А  новое умножс- 

ние обозначаемое фигурной скобкой {а, 6}, и определяемое по правилу

{а, 6} =  ао  6 +  öo а.
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Это умножение называется Иордановым умножением в честь немецкого мате- 
матика Йордана. Такие умножения возникли в квантовой физике. Докажите, 
что новое умножение удовлетворяет тождествам

{о,6} =  {£>, а},

{{а, а},{Ь,а}} =  {{{а,а},6},а}.

15. Т о ж д ес т в а  д л я  ц -к о м м у т а т о р о в . (15)
Пусть А  -  ассоциативное апгебра над полем комплексным чисея С с умноже- 

нием о и q e  С. Наделим А  новым умножением oç (назовем его ç-коммутатором) 
определяемым по правилу

a ° q b  — a o b  +  q b o a .

Доказать, что оя удовлетворяет тождеству

(<? -  1)2(«, с ,Ь ) +  q [с, [а, 6]] =  0,

где положены
(а, Ь, с) =  а о, (6 o, с) -  (a о, Ь) о, с,

[а, 6] =  a  o, b — b о, а.

16. Т о ж д е с т в а  Т о р т к ен  (15)
Пусть А  =  С[х]- алгебра многочленов относительно умножения 

a o b  =  д (а һ ).

Здесь д  =  щ  -  обычное дифференцирование и оЬ -  обычное умножение мно- 
гочленов. Например, 3 ( і5) =  о х 4 и х3 о х 5 =  5 х 7. Доказать, что выполнено 
тождество

(a o b) o (с o d ) -  (a  o d ) o (b  o с) =  (a , b, с ) o  d  — (a , d , с )  о Ь, 

где положено (о, 6, с) =  a  o (b o с) — ( a  o  b) о с.

17. Ф ун к ц и и  А ккерм ан о ,. (5)
Функции Аккермана - функция от двух неотрицательных целочисленных 

аргуменгов, определенная следующей рекурсивной процедурой

• Если т  =  0, то А ( т ,п )  =  п  +  1.

• Если т ^ 0 н о п  = 0, то А (т, п )  =  А ( т  -  1,1)
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•  Если m ^  0 и п ф  0, то А ( т ,п )  =  А(т — 1 ,А(т,п  —  1)).

Вычислить А(1,3).

18. У п р о щ е н и е  одпоступенной схемы для перекіхһірования. (5)
Восемь трехразрядных двоичных чисел имеют вид (а,6,с), где а,6,с € {0, 1}. 

Каждыіі из восьми разрядов кода 1-из-8 доставляется в точности одной из вось- 
ми совершенных конъюнкций, которые принимают значение 1 в точности ддя 
одной комбинации а, Ь, с, как показано в следующем одноступенном устроистве 
для перекодирования

Требуется построить пирамидальную схему эквивалентную ей используя 
три отридания и двенадцать двуместных конъюнкции.

19. С и с т е м а  эл е к т р о н н о го  го л о со в а н и я . (3)
Комитет из трех человек хочет применить электронную схему для тайно- 

го голосования простым большинством голосов. Построить такую схему, чтобы 
каждый член, голосующий "за" нажимал кнопку и не нажимал ее, если он голо- 
оует против, и чтобы в случае , если большинство членов комитета проголосует 
"за" загоралась сигнальная лампочка.

20. Ч исла Ф и б б он ач ч и  (3)
Числа Фиббоначчи определяется реккурентной формулой '

21. Ф и б б о п а ч ч и ева  с и с т е м а  с ч и с л ен и я  (8)
Доказать, что для любого натурального числа a  € N

• суіцествует представление в виде линейной комбинации с помоіцыо чи-
сел Фиббоначчи a =  A jҒ п +  А г Ғ п - і  1-----+  \ п- \ Ғ і  11 чисел А і ,  А г , . . . ,  А „ _ і
принимающих значения 0,1.

а
Ь
с

1
Ү Ү Ү

.

Ү Ү Ү Ү V

Ғо =  0, Ғ \ =  1,

Ғ п =  Ғ п-1  +  Ғ п -2, п  >  1.
Доказать, что
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•  Такое представление единственно. Коэффициенты Аі, А2, . . . .  А,,.., назы-
ваются фиббоначчиевыми цифрами числа а  и последовательность А(а) = 
АіАі • ■ • А„_! называется фиббоначиевой записью числа а. Например. А(19) 
101001 так как 19 = 1<\ +  +  Ғ2.

•  Всякая ли запись с помощью нулей и единиц может быть принять в каче- 
стве фиббоначчиевой записи?

22. С т е п е п ъ  < )и ф ф еренц ировани я  в  х а р а к іп е р и с т и к е  р  (15)
Пусть д  =  J j -  дифференцирование алгебры многочленов С[х]. Доказать, 

что для любого /  = f ( x )  £  C[z]

p - ' u r ' )  +  u a y - \ f )  =  0(modp).

Проверим это для небольших р.  Пусть р  =  3. Тогда по цравилу Лейбница

Ә(/2) =  2fd(S)  => д (р )  + f d ( f )  =  3JdU)  = 0(morf3)

Пусть р  = 5. Тогда по правилу Лейбница

Ö3) / 4) =  Ә2(4 /30 (/)) =  д { П ] \д ( ! ) ) 2 + 4/ 3Ә2(Я)

= 24/(Ә(/))3 + 24 /2Ә(/)Ә2(/)  +  12fd(f)cP(f) +  4 ? & ( ! )

= 24/(Ә(/))3 +  36 f 2d( f )d2(f )  + 4 f 3cP(f)

( fd)3(f )  =  (/Ә)2(/0 (/) )  = / д ( / 292(/)  + /(Ә (/))2) =  2/ 23 (/)9 2(Я  +  / W )

+/(Ә(Я)3 + 2/2Ә(ЯӘ2(Я 

=  7(9(/))3 +  4 /2Ә(/)92(Я  +  Л 9 Ч Я
и

9Ч/4) + (/Ә)3(Л  = 25ДЗ(Я)3 + 40/2Ә(/)Ә2(/) т  З/3̂ / )  = 0(ттго 5̂).
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23. О т к р ы т ы е  и  з а к р ы т ы е  к он вергп ы . (3)
Можно ли единым росчерком пера не поднимая перо от бумағи нарисовать

открытый конверг ? А что, если конверт закрыть

? Можно ли его нарисовать единым росчерком пера ?

24. Г аз, вод а  и  э л е к т р и ч е с т в о  (5)
Нужно провести газ, вода и электричество в три дома так, чтобы их линии 

нс пересекались. Можно ли это сделать?



25. П у т е іи е с т в и е  к он я . (5)
Может ли конь обойти шахматное поле, побывав в каждой клетке ровно по 

одному разу? Другая формулировка: является ли граф с вершинами в шах- 
матных клетках и ребрами, порожденными всевозможными движениями коня, 
гамильтоновым ?

26. С гп р у к т ур ы  у гл е в о д о р о д о ө  п а р а ф и н о во го  р я д а  (15)
Молекулы углеводорода состоят из атомов углерода (валентность 4) и ато- 

мов водорода (валентность 1) и они могут быть представлены в виде графа. 
Например, молекулы бутана и 2-метилпропана (изобутан) оба содержат четыре 
атомов углерода и десять атомов водорода:

бутан 2-метилпроиан

Такие неизоморфные структуры графов с одним и тем же количеством ато- 
мов углерода и водорода задают изомеры углеводорода. Выше показаны при- 
меры изомеров С і  I !ю . Доказать, что других изомеров C 4 H 10 нет.

Доказать, что 6’5 / /12 ихіеет ровно три изомера

пентан
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2-метилбутан

2,2-диметнллрогіан

Подсчет числа всевозможных изомеров для парафинового ряда С пН г„ + 2 , 
как и для ряда других органических соединений, основан на сложных методах 
комбинаторного анализа и в значительной мере стимулировала его развитие. 
Количества различных деревьев связанньіх с C rJ İ 2 „ + 2  при неболышіх п  приве- 
дены ниже

11 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Количество деревьев 1 1 1 2 3 5 9 18 35 75 159 357 799 1

Попробуйте повторить некоторые из этих вычислении. Например, для п  =  6 ,7 .  
Постройте соответствующие деревья.

27. М о л е к у л ы  н а  м н о го гр а н н и к а х  (15)
Пусть атомы q различньіх сортов распологаются всевозможными епособами 

в вершинах правильного многогранника М. "Молекулы" получаюіциеся друг из 
друга поворотом вокруг некохорой оси, не различаются. Пусть /(М , q) -  число 
различных "молекул". Получить с)>ормулы:

, /(куб, q ) =  «Üaf+iZsi+M іМ  =
л

/ -
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rr <?1 2 3(ç4 5 6 7 8 9 10 11 4- 3</2 4- \2 q  4- 8)/(октаэдр,у) = 2-Л.— — —---------- -.

28. Х и м и ч е с к и е  ф о р м у л ы  н а  б е п зо л о в о м  к о л ъ ц е  (4)
Сколько различных химических формул можно получить прикрепляя ради- 

калы СЯ3 или Я в вершинах бензолового кольца

Тот же вопрос: голько теперь разрешается сажать радикалы СЯ3 Я  и ОЯ 
в вершинах атомов углерода.
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