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1. Óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà, ðàçðåøåííîå îòíîñèòåëüíî

ïðîèçâîäíîé

Óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà, ðàçðåøåííîå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé,
èìååò ñëåäóþùèé îáùèé âèä:

y′ = f(x, y), (1.1)

ãäå ôóíêöèÿ f(x, y) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â íåêîòîðîé ïëîñêîé îáëàñòè
G (îáëàñòü G � ýòî íåêîòîðîå îòêðûòîå èëè çàìêíóòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî
íà ïëîñêîñòè, ïðè ýòîì ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ
åãî äâóõ òî÷åê ñóùåñòâóåò ëîìàííàÿ, êîòîðàÿ ñîåäèíÿåò ýòè äâå òî÷êè è íå
âûõîäèò çà ðàìêè äàííîãî ìíîæåñòâà).

Óðàâíåíèå (1.1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

dy − f(x, y)dx = 0, (1.2)

òî åñòü â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå.
Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (1.1) ÷àñòî ðàññìàòðèâàþò óðàâíåíèå

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0 (1.3)

ãäå ôóíêöèè M(x, y) è N(x, y) ∈ C(G) (òî åñòü îïðåäåëåíû è íåïðåðûâ-
íû â îáëàñòè G), íàçûâàåìîå óðàâíåíèåì 1-îãî ïîðÿäêà â äèôôåðåíöèàëü-
íîé ôîðìå èëè â äèôôåðåíöèàëàõ. Óðàâíåíèå (1.3) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
óðàâíåíèÿ (1.1), òî åñòü ðàçðåøåííîì îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé:

dy

dx
= −M(x, y)

N(x, y)

ïðè óñëîâèè, ÷òî ôóíêöèÿ N(x, y) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü â îáëàñòè G. Óðàâ-
íåíèå (1.3) èìååò áîëåå îáùèé õàðàêòåð, ÷åì óðàâíåíèå (1.1), ïîòîìó ÷òî
â óðàâíåíèè (1.3) ôóíêöèÿ N(x, y) ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íóëü. Óðàâíåíèå
(1.3) óäîáíåå è â òîì îòíîøåíèè, ÷òî ïåðåìåííûå x è y â íåì ó÷àñòâóþò
ðàâíîïðàâíî; â ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ ýòî åñòåñòâåííîå îáñòîÿòåëüñòâî.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (1.1) èëè (1.3) ðàç-
ðåøèìû ÿâíî, åñëè èõ ðåøåíèÿ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè.
Îòûñêàòü ÿâíûå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé óäàåòñÿ ðåäêî,
â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ. Äàæå ïðîñòîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
y′ = f(x) ïðèâîäèò, âîîáùå ãîâîðÿ, ê ðåøåíèÿì, êîòîðûå íåëüçÿ âûðàçèòü
ïðè ïîìîùè ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Åãî ðåøåíèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå èí-
òåãðàëà

y =

∫
f(x) dx+ C

èëè, êàê ãîâîðÿò, ½âûðàæàåòñÿ êâàäðàòóðîé�.
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèò-
ñÿ â êâàäðàòóðàõ, åñëè îíî âûðàæàåòñÿ (ñ ïîìîùüþ ÿâíî èëè íåÿâíî çà-
äàííîãî ñîîòíîøåíèÿ) ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè è êâàäðàòóðû îò ÿâíî
çàäàííûõ ôóíêöèé. Òàêîå ðåøåíèå áóäåì íàçûâàòü ðåøåíèåì â êâàäðàòó-
ðàõ, à ñàìî óðàâíåíèå � ðàçðåøèìûì â êâàäðàòóðàõ. Îïèñàíèå óðàâíåíèé,
ðàçðåøèìûõ â êâàäðàòóðàõ, è ñïîñîáû èõ ðåøåíèé ñîñòàâëÿþò ñîäåðæàíèå,
òàê íàçûâàåìûõ, ýëåìåíòàðíûõ ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ.

Îñòàíîâèìñÿ íà óðàâíåíèÿõ ïåðâîãî ïîðÿäêà, èíòåãðèðóåìûõ â êâàä-
ðàòóðàõ.

1.1. Óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëåííûìè ïåðåìåííûìè. Óðàâíåíèÿ ñ ðàç-

äåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Óðàâíåíèÿ âèäà y′ = f(ax + by + c).
Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âèäà

f1(y)dy = f2(x)dx (1.4)

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ñ ðàçäåëåííûìè ïåðåìåííûìè. Ôóíêöèè f1(y) è
f2(x) áóäåì ïðåäïîëàãàòü íåïðåðûâíûìè â îáëàñòè

G = {(x, y) : a < x < b; c < y < d}.
Ñîîòíîøåíèå

∫
f1(y) dy −

∫
f2(x) dx = 0 çàäàåò îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ

(1.4) â êàíîíè÷åñêèé ôîðìå.
Åñëè ê óðàâíåíèþ (1.4) äîáàâèòü óñëîâèå, ÷òî åãî ðåøåíèå äîëæíî óäî-

âëåòâîðÿòü íà÷àëüíîìó óñëîâèþ y0 = y(x0), òî ïîëó÷åííàÿ çàäà÷à íàçûâà-
åòñÿ çàäà÷åé Êîøè. Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (x0, y0),
òî åñòü y0 = y(x0), âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

y∫
y0

f1(y) dy −
x∫

x0

f2(x) dx = 0.

Óðàâíåíèå âèäà

y′ =
g(x)

h(y)
, (1.5)

ãäå ôóíêöèè g(x) è h(y) çàäàíû è íåïðåðûâíû â îáëàñòè G, ïðè÷åì ôóíê-
öèÿ h îòëè÷íà îò íóëÿ ïðè ëþáîì y ∈ [c, d], íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ñ ðàç-
äåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.

Óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîð-
ìå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:

φ1(x)ψ1(y)dx = φ2(x)ψ2(y)dy. (1.6)

Óðàâíåíèå (1.5) ìîæíî ïðèâåñòè ê óðàâíåíèþ âèäà (1.4) ïóòåì óìíî-
æåíèÿ åãî íà h(y)dx, à óðàâíåíèå (1.6) ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ âèäà (1.4)
ïóòåì äåëåíèÿ íà ψ1(y)φ2(x).
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Çàìåòèì, ÷òî äåëåíèå íà ψ1(y)φ2(x) ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîòåðå íåêîòî-
ðûõ ðåøåíèé, îáðàùàþùèõ â íóëü ïðîèçâåäåíèå ψ1(y)φ2(x).

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå âèäà:

y′ = f(ax+ by + c). (1.7)

Åñëè b = 0, òî ïîëó÷àåì óðàâíåíèå âèäà y′ = ξ(x), êîòîðîå èíòåãðèðóåòñÿ
â êâàäðàòóðàõ; åñëè a = 0, òî y′ = η(y) � óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ
ïåðåìåííûìè; åñëè æå è a ̸= 0, è b ̸= 0, òî çàìåíà z = ax + by + c, ãäå
z(x) � íîâàÿ ôóíêöèÿ, ïðèâîäèò óðàâíåíèå (1.7) ê óðàâíåíèþ âèäà (1.5).
Äåéñòâèòåëüíî, ïîëó÷àåì, ÷òî y = (z−ax−c)/b, à y′ = (z′−a)/b. Ïîäñòàâëÿÿ
ýòî â óðàâíåíèå (1.7), ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ z′ = b · f(z) + a � óðàâíåíèþ
ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ïðèâîäÿòñÿ çàäà÷è èç ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ [1] ñ ñî-
îòâåòñòâóþùåé íóìåðàöèåé.

Çàäà÷à 52. Ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå
√
y2 + 1dx = xydy.

Ðåøåíèå. Çàäàííîå óðàâíåíèå îòíîñèòñÿ ê òèïó (1.6), òî åñòü ÿâëÿåòñÿ óðàâ-
íåíèåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.

a) Ïðåäïîëîæèì ÷òî x ̸= 0. Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà x
√
y2 + 1.

Ïîëó÷èì dx
x = ydy√

y2+1
. Ïåðåìåííûå òåïåðü ðàçäåëåíû. Òîãäà∫

dx

x
=

∫
ydy√
y2 + 1

+ C
(
lnx =

√
y2 + 1 + C

)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáùèé èíòåãðàë â êâàäðàòóðàõ.

á) Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî x = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî òîæå ðåøåíèå
íàøåãî óðàâíåíèÿ (â äàííîì ñëó÷àå ìû ðàññìàòðèâàåì x íå êàê ïåðåìåí-
íóþ, à êàê èñêîìóþ ôóíêöèþ x = x(y)).

Çàäà÷à 54. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè: y′ctgx+ y = 2, y(0) = −1.

Ðåøåíèå. à) Ñ íà÷àëà ìû ðàçäåëÿåì ïåðåìåííûå, óìíîæàÿ óðàâíåíèå íà
dx

(y−2)ctgx . Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå dy
y−2 +

dx
ctgx = 0. Åñòåñòâåííî, ìû ïîëàãàåì ïðè

ýòîì, ÷òî y ̸= 2 è ctgx ̸= 0. Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì

ln |y − 2| − ln | cosx| = ln C̃,

ãäå ln C̃ = C. Ïîòåíöèðóÿ, ïîëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå y = 2+C1 cosx, ïðè÷åì
C1 = ±C̃ ̸= 0. Èñïîëüçóÿ óñëîâèå y(0) = −1, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî
C1 = −3. Çíà÷èò, y = 2− 3 cos x � èñêîìîå ðåøåíèå.

á) y = 2 � ðåøåíèå, íî äëÿ íåãî íå âûïîëíÿåòñÿ íà÷àëüíîå óñëîâèå
y(0) = −1.

â) óñëîâèå ctgx = 0 ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ y = 2.
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Çàäà÷à 65. Ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå y′ =
√
4x+ 2y + 1.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ýòî óðàâíåíèå âèäà y′ = f(ax+ by+ c), ïðè÷åì è a,
è b ̸= 0. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ: z = 4x+2y+1. Òîãäà y′ = (z′− 4)/2.
Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè:
z′−4 = 2

√
z, èëè â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå: dz = 2(

√
z+2)dx. Ðàçäåëÿÿ

ïåðåìåííûå è ó÷èòûâàÿ, ÷òî
√
z + 2 ̸= 0 ïðè ëþáîì z, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

dz

2 +
√
z
= 2dx,

êîòîðîå ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ äàåò:
√
z − 2 ln |2 +

√
z| = x+ c.

Çíà÷èò,
√
4x+ 2y + 1− 2 ln |2 +

√
4x+ 2y + 1| = x+ C � îáùèé èíòå-

ãðàë.

Îñòàíîâèìñÿ íà íåêîòîðûõ çàäà÷àõ, ïðèâîäÿùèõñÿ ê äèôôåðåíöèàëü-
íûì óðàâíåíèÿì ðàññìîòðåííûõ òèïîâ.

1.2. Íåêîòîðûå ôèçè÷åñêèå çàäà÷è.

Çàäà÷à 77. Ñîñóä îáúåìîì â 20 ë. ñîäåðæèò âîçäóõ (80% àçîòà è 20%
êèñëîðîäà). Â ñîñóä âòåêàåò 0,1 ë. àçîòà â ñåêóíäó, êîòîðûé íåïðåðûâíî
ïåðåìåøèâàåòñÿ, è âûòåêàåò òàêîå æå êîëè÷åñòâî ñìåñè. ×åðåç ñêîëüêî
âðåìåíè â ñîñóäå áóäåò 99% àçîòà?

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî àçîòà â âîçäóõå â ìîìåíò âðåìåíè t ÷åðåç
x(t) ë. Çà áåñêîíå÷íî ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆t, ïðîòåêàþùèé îò ìî-
ìåíòà âðåìåíè t â ñîñóä âòåêàåò 0, 1∆t ë. àçîòà, è âûòåêàåò 0, 1 · x(t)∆t/20
àçîòà. Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç ∆x óâåëè÷åíèå àçîòà â ñîñóäå çà âðåìÿ ∆t, òî
ïîëó÷èì

∆x =

(
0, 1− x(t)

200

)
∆t. (1.8)

Äåëÿ óðàâíåíèå (1.8) íà ∆t, ñ÷èòàÿ ïðè ýòîì, ÷òî ôóíêöèÿ x(t) ÿâëÿ-
åòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé, ïîñëå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ∆t→ 0 ïîëó÷àåì:

dx

dt
= 0, 1− x(t)

200
. (1.9)

Ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå, íàõîäèì óðàâíåíèå

dx

x− 20
= − 1

200
dt. (1.10)

Îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (1.10) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

x− 20 = C · exp(−t/200).
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Ïîñêîëüêó x(0) = 20 ë.
100% · 80% = 16 ë., ïîñòîëüêó C = −4, à ÷àñòíûé

èíòåãðàë èìååò âèä:

x− 20 = −4e−t/20. (1.11)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âðåìåíè T , ïðè êîòîðîì x(T ) = 20 ë.
100% · 99% = 19, 8

ë., ïîëàãàåì â ôîðìóëå (1.11), ÷òî t = T , à x = 19, 8. Èìååì, ÷òî −0, 2 =
4e−T/200. Ñëåäîâàòåëüíî, e−T/200 = 1/20. Òîãäà T = 200 ln 20, ÷òî ïðèáëè-
çèòåëüíî ðàâíî 600 ñåêóíäàì, èëè 10 ìèíóòàì.

Çàäà÷à 87. Êîëè÷åñòâî ñâåòà, ïîãëîùàåìîå ñëîåì âîäû ìàëîé òîëùèíû,
ïðîïîðöèîíàëüíî êîëè÷åñòâó ïàäàþùåãî íà íåãî ñâåòà è òîëùèíå ñëîÿ.
Ñëîé âîäû òîëùèíîé 35 ñì. ïîãëîùàåò ïîëîâèíó ïàäàþùåãî íà íåãî ñâå-
òà. Êàêóþ ÷àñòü ñâåòà ïîãëîòèò ñëîé òîëùèíîé â 2 ì.?

Ðåøåíèå. Ïðèìåì çà íåçàâèñèìîå ïåðåìåííîå x òîëùèíó ñëîÿ âîäû, à çà
èñêîìóþ ôóíêöèþ y(x) � êîëè÷åñòâî ïàäàþùåãî ñâåòà íà ñëîé òîëùèíîé
x; òîãäà y(x+∆x) � êîëè÷åñòâî ñâåòà, ïàäàþùåãî íà ñëîé òîëùèíîé x+∆x,
ãäå ∆x � ñëîé âîäû ìàëîé òîëùèíû. Òîãäà ðàçíîñòü y(x+∆x)−y(x) = ∆y
ñîñòàâëÿåò êîëè÷åñòâî ñâåòà, ïîãëîùàåìîå ñëîåì âîäû ìàëîé òîëùèíû.

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå çàäà÷è ïîëó÷àåì, ÷òî −∆y = k · y(x)∆x, ãäå k �
êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, à çíàê ½−�, òàê êàê y > 0, íî ∆y < 0.
Ïîñëå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ∆x → 0 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå dy = −kydx,
êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Èíòåãðèðóÿ
ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå, íàõîäèì îáùåå ðåøåíèå y = C · e−kx.

Äëÿ ïðîñòîòû âû÷èñëåíèÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëîé âîäû òîëùèíîé
35 ñì., íà÷èíàÿ îò ïîâåðõíîñòè âîäû, õîòÿ âîîáùå, ýòî íå óìåíüøàåò îáù-
íîñòè. Ìîæíî áðàòü ñëîé ïðîèçâîëüíîé òîëùèíû. Âûðàæàÿ C ÷åðåç y(0),
èìååì y(0) = C. Òàêèì îáðàçîì,

y(x) = y(0)e−kx. (1.12)

Ïî óñëîâèþ y(35) = y(0)/2. Ïîäñòàâëÿÿ â (1.12) çíà÷åíèå x = 35,
íàõîäèì k: y(0)/2 = y(0)e−35k, çíà÷èò k = ln 2/35.

Ïîäñòàâèì íàéäåííîå çíà÷åíèå k â óðàâíåíèå (1.12):

y(x) = y(0)e−
ln 2
35 x = y(0)

(
eln 2

)− x
35 = y(0) · 2−x/35.

Ñòàëî áûòü, y(200) = y(0) · 2−200/35 = y(0) · 2−40/7 ≈ 0, 02 · y(0). Åñëè
y(0) = 100%, òî y(200) = 2% � êîëè÷åñòâî ñâåòà íà ãëóáèíå 2 ì.

Òàêèì îáðàçîì, ñëîé âîäû òîëùèíîé 2 ì. ïîãëîòèò 100%− 2% = 98%
ñâåòà.
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1.3. Îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ è óðàâíåíèÿ, ïðèâîäÿùèåñÿ ê íèì.

Óðàâíåíèå
y′ = φ(x, y) (1.13)

íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, åñëè φ(x, y) åñòü îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ ñâîèõ àðãó-
ìåíòîâ íóëåâîãî èçìåðåíèÿ, òî åñòü èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

φ(tx, ty) = φ(x, y).

Ïîëàãàÿ â ïîñëåäíåì òîæäåñòâå t = 1/x, ïîëó÷àåì φ(x, y) = φ(1, y/x),
òî åñòü îäíîðîäíîå óðàâíåíèå ïðåäñòàâèìî â âèäå

dy

dx
= f

(y
x

)
, ãäå f

(y
x

)
≡ φ

(
1,
y

x

)
. (1.14)

Óðàâíåíèå â äèôôåðåíöèàëàõ

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0 (1.15)

íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, åñëè ôóíêöèè M(x, y) è N(x, y) ÿâëÿþòñÿ îäíî-
ðîäíûìè ñòåïåíè m, òî åñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

M(tx, ty) = tm ·M(x, y) è N(tx, ty) = tm ·N(x, y). (1.16)

Óðàâíåíèå (1.15) ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ âèäà (1.14), åñëè åãî ðàçðå-
øèòü îòíîñèòåëüíî y′ (ïðè óñëîâèè, ÷òî N(x, y) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü):

y′ =
dy

dx
= −M(x, y)

N(x, y)

Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî òîãäà ïðè çàìåíå x íà tx è y íà ty
ìíîæèòåëü tm ñîêðàùàåòñÿ.

Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå èíòåãðèðóåòñÿ ïðè ïîìîùè çàìåíû y = z ·x, ãäå
z = z(x) � íîâàÿ èñêîìàÿ ôóíêöèÿ. Ëåãêî âû÷èñëèòü, ÷òî y′ = z′x + z è
z = y/x. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèå (1.14) ïîëó÷èì óðàâíåíèå
z′x+z = f(z), êîòîðîå ëåãêî ïðåîáðàçîâàòü ê óðàâíåíèþ z′/(f(z)−z) = 1/x,
èëè dz/(f(z)− z) = dx/x.

Óðàâíåíèå âèäà
dy

dx
= f

(
a1x+ b1y + c1
a2x+ b2y + c2

)
(1.17)

ïðåîáðàçóåòñÿ â îäíîðîäíîå ïóòåì ïåðåíîñà íà÷àëà êîîðäèíàò â òî÷êó ïå-
ðåñå÷åíèÿ (ξ, η) ïðÿìûõ a1x + b1y + c1 = 0 è a2x + b2y + c2 = 0, åñëè
îïðåäåëèòåëü

∆ =

∣∣∣∣ a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣ ̸= 0.
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Çàìåíà ïåðåìåííûõ u = x− ξ è v = y− η ïðåîáðàçóåò óðàâíåíèå (1.17)
ê âèäó

dy

dx
= f

(
a1 + b1

v
u

a2 + b2
v
u

)
≡ φ

(u
v

)
,

òî åñòü ê âèäó (1.15).
Åñëè æå îïðåäåëèòåëü ∆ = 0, òî ïðÿìàÿ a1x + b1y + c1 = 0 è ïðÿ-

ìàÿ a2x + b2y + c2 = 0 ïàðàëëåëüíû. Â ýòîì ñëó÷àå a2/a1 = b2/b1 = k, è
óðàâíåíèå (1.17) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

dy

dx
= f

(
a1x+ b1y + c1

k(a1x+ b1y) + c2

)
≡ F (a1x+ b1y)

è, ñëåäîâàòåëüíî, çàìåíà ïåðåìåííûõ z = a1x + b1y ïðåîáðàçóåò ðàññìàò-
ðèâàåìîå óðàâíåíèå â óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè

z′ − a1
b1

= F (z), èëè z′ = b1F (z) + a1.

Óðàâíåíèå âèäà

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0 (1.18)

íàçûâàåòñÿ îáîáùåííî-îäíîðîäíûì, åñëè íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî K, ÷òî äàí-
íîå óðàâíåíèå ñòàíîâèòñÿ îäíîðîäíûì ïîñëå çàìåíû y = zK . Îñóùåñòâëÿÿ
çàìåíó, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

M(x, zK)dx+N(x, zK) ·K · zK−1dz = 0. (1.19)

Óðàâíåíèå (1.19) îäíîðîäíîå, çíà÷èò, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

M(tx, tKzK) = tm ·M(x, y),
N(tx, tKzK) = tm−K+1 ·N(x, y).

(1.20)

Â ñâÿçè ñ ýòèìè íàáëþäåíèÿìè ìîæíî äàòü è äðóãîå îïðåäåëåíèå îáîá-
ùåííîé îäíîðîäíîñòè. Óðàâíåíèå (1.18) íàçûâàåòñÿ îáîáùåííî-îäíîðîäíûì,
åñëè íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî K, ÷òî åñëè ñ÷èòàòü x � ïåðâîãî èçìåðåíèÿ, y �
K-îãî èçìåðåíèÿ, à dy � (K − 1)-îãî èçìåðåíèÿ, òî ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ
ñòàíîâèòñÿ îäíîðîäíîé ôóíêöèåé m-îãî ïîðÿäêà, òî åñòü

M(tx, tKy)dx+N(tx, tKy)tK−1dy = tm [M(x, y)dx+N(x, y)dy] .

Äåëàÿ çàìåíó y = zK , ãäå z � íîâàÿ èñêîìàÿ ôóíêöèÿ, à çàòåì çàìåíó
z = ux, ãäå òåïåðü u � íîâàÿ èñêîìàÿ ôóíêöèÿ, ïðèâîäèì îáîáùåííî-
îäíîðîäíîå óðàâíåíèå ê óðàâíåíèþ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.

Ìîæíî îáúåäèíèòü ýòè äâå çàìåíû â îäíó: y = xKv, ãäå v � íîâàÿ
èñêîìàÿ ôóíêöèÿ.

Çàäà÷à 111. Ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå (y +
√
xy)dx = xdy.
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Ðåøåíèå. Äàííîå óðàâíåíèå îäíîðîäíîå, ïîòîìó ÷òî ôóíêöèè y +
√
xy è

x ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè ïåðâîé ñòåïåíè. Ïðîâåðÿåòñÿ ýòî ïðÿìîé ïîäñòà-
íîâêîé tx è ty âìåñòî x è y: (ty) +

√
(tx)(ty) = t(y +

√
xy) è (tx) = t(x).

Â çàäàííîì óðàâíåíèè ñäåëàåì çàìåíó y = tx, ãäå t � íîâàÿ èñêîìàÿ
ôóíêöèÿ. Òîãäà dy = tdx+ xdt. Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì

(tx+ x
√
t)dx = x(tdx+ xdt).

Ñëó÷àé à) x ̸= 0. Òîãäà
√
tdx = xdt, èëè dx

x = dt√
t
(çäåñü t ̸= 0). Èíòå-

ãðèðóÿ, ïîëó÷àåì lnxC = 2
√
t, ÷òî ïîñëå âîçâðàùåíèÿ ê ïåðåìåííîé y äàåò

x lnxC = 2
√
xy.

Ñëó÷àé á) x = 0 � ðåøåíèå.
Ñëó÷àé â) t = 0, òîãäà y = 0 � ðåøåíèå, ïîñêîëüêó y = tx.

Çàäà÷à 113. Ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå

(2x− 4y + 6)dx+ (x+ y − 3)dy = 0.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî äàííîå óðàâíåíèå îòíîñèòñÿ ê òèïó y′ = a1x+b1y+c1
a2x+b2y+c2

.
Òàr êàê

∆ =

∣∣∣∣ a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣ = −
∣∣∣∣ 2 −4
1 1

∣∣∣∣ = −6 ̸= 0,

òî ñ ïîìîùüþ çàìåíû {
2x− 4y + 6 = u,
x+ y − 3 = v;

îíî ïðèâîäèòñÿ ê îäíîðîäíîìó. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì çàäàííûå ðàâåíñòâà:
2dx − 4dy = du è dx + dy = dv. Íàéäåì òåïåðü, ÷òî dx = (du + 4dv)/6 è
dy = (2dv − du)/6.

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â çàäàííîå óðàâíåíèå è ïîëó÷èì

(u− v)du+ (4u+ 2v)dv = 0.

Ýòî óðàâíåíèå óæå îäíîðîäíîå, ïîýòîìó äàëåå ìû cäåëàåì çàìåíó u =
tv, ãäå t � íîâàÿ èñêîìàÿ ôóíêöèÿ. Âû÷èñëèì du = tdv + vdt è ïîäñòàâèì
ñèå âûðàæåíèå:

v(t− 1)(tdv + vdt) + v(4t+ 2)dv = 0.

Ñëó÷àé à) v ̸= 0. Òîãäà (t2+3t+2)dv+v(t−1)dt = 0. Åñëè t2+3t+2 ̸= 0,
òî åñòü t ̸= −1 è t ̸= −2, òî ïîëó÷èì óðàâíåíèå

dv

v
+

t− 1

(t+ 1)(t+ 2)
dt = 0.

Ïðîèíòåãðèðóåì åãî è ïîëó÷èì âûðàæåíèå:∫
dv

v
+

∫
t− 1

(t+ 1)(t+ 2)
dt = C.
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Ñëåäîâàòåëüíî, v(t+ 2)3 = (t+ 1)2 · C, ãäå C ̸= 0.
Âåðíåìñÿ ê ñòàðûì ïåðåìåííûì, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî

t =
u

v
=

2x− 4y + 6

x+ y − 3
.

Ïîëó÷èì (2x− y)3 = C1(x− y + 1)2, ãäå C1 =
9
8C ̸= 0.

Ñëó÷àé á) v = 0, èëè x+y−3 = 0 � íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì. Ïîäñòàâèì
x + y − 3 = 0 â èñõîäíîå óðàâíåíèå (2x − 4y + 6)dx + (x + y − 3)dy = 0.
Äåéñòâèòåëüíî, ïîëó÷èì âûðàæåíèå (2x − 4(3 − x) + 6)dx = 0, èëè ïîñëå
óïðîùåíèÿ, (x− 1)dx = 0, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì.

Ñëó÷àé â) t = −1; òîãäà u/v = −1, òî åñòü 2x − 4y + 6 = −x − y + 3,
èëè, ïîñëå óïðîùåíèÿ, y = x+ 1 � ðåøåíèå. Ïðîâåðèì ýòî ïîäñòàíîâêîé â
èñõîäíîå óðàâíåíèå (2x− 4y + 6)dx+ (x+ y − 3)dy = 0:

(2x−4(x+1)+6)dx+(x+(x+1)−3)d(x+1) = (−2x+2)dx+(2x−2)dx = 0.

Ñëó÷àé ã) t = −2; îòñþäà y = 2x � ðåøåíèå, ÷òî òàêæå ïðîâåðÿåòñÿ
ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé âûðàæåíèÿ y = 2x â èñõîäíîå óðàâíåíèå:

(2x− 4(2x) + 6)dx+ (x+ (2x)− 3)d(2x) = (−6x+ 6)dx+ (3x− 3)2dx = 0.

Çàìåòèì, ÷òî âñå ðåøåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (2x − y)3 = C1(x −
y + 1)2, ãäå C1 ∈ (−∞,∞), èëè y = x + 1, ïîòîìó ÷òî ðåøåíèå y = 2x
ñîäåðæèòñÿ â óêàçàííîì ñåìåéñòâå: îíî ïîëó÷àåòñÿ, åñëè âçÿòü C1 = 0.

Çàäà÷à 127. Ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå 2xy′ + y = y2 ·
√
x− x2y2.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ýòî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííî-îäíîðîäíûì.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè çàìåíèòü x íà tx, à y íà tky (ñîîòâåòñòâåííî, y′ çà-
ìåíèòñÿ íà tk−1y′), òî ïîëó÷èì, ÷òî

2txtk−1y′ + tky = t2ky2
√
tx− t2x2t2ky2.

Ïðåäñòàâèì äàííîå óðàâíåíèå â âèäå M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0:(
tky − t2ky2

√
tx− t2x2t2ky2

)
dx+ 2txtk−1dy = 0, èëè

tk
((
y − tky2

√
tx− x2t2(k+1)y2

)
dx+ 2xdy

)
= 0,

è âñïîìíèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ îáîáùåííîé îäíîðîäíîñòè ëåâàÿ ÷àñòü
âûøåïðèâåäåííîãî ðàâåíñòâà äîëæíà ðàâíÿòüñÿ

tm
((
y − y2

√
x− x2y2

)
dx+ 2xdy

)
Çíà÷èò, tky2

√
tx− x2t2(k+1)y2 = y2

√
x− x2y2, Ïðèðàâíÿåì ïîêàçàòåëè

ñòåïåíåé âíóòðè êîðíÿ è ïîëó÷èì, ÷òî 2(k + 1) = 1, èëè k = −1/2. Ïðîâå-
ðèì: t−1/2y2

√
tx− x2ty2 = y2

√
x− x2y2 � òîæäåñòâî âûïîëíÿåòñÿ.
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Ñäåëàåì çàìåíó y = tx−1/2, ãäå t(x) � íîâàÿ èñêîìàÿ ôóíêöèÿ. Ïðîäå-
ëàåì íåîáõîäèìûå ðàñ÷åòû: y′ = t′x−1/2−(1/2)tx−3/2, ïîäñòàâèì ðåçóëüòàòû
â óðàâíåíèå è ïîëó÷èì:

2t′ =
t2

x

√
1− t2,

èëè â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå:

2dt =
t2

x

√
1− t2dx.

Ñëó÷àé à) t ̸= 0 è t ̸= ±1. Óìíîæàÿ íà ìíîæèòåëü 1/(t2
√
1− t2),

ðàçäåëÿåì ïåðåìåííûå è ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

2

t2
√
1− t2

dt =
1

x
dx,

êîòîðîå ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ:

2

√
1

t2
− 1 = − lnxC.

Ïîñêîëüêó t2 = xy2, ïîñòîëüêó

2

√
1

xy2
− 1 = − lnxC.

Ñëó÷àé á) t = 0. Òàê êàê y = tx−1/2, òî ïîëó÷àåì y = 0, êîòîðîå
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì: 2x · 0′ + 0 = 02 ·

√
x− x202..

Ñëó÷àé â) t = ±1. Òàê êàê y = tx−1/2, òî y = ±x−1/2, èëè xy2 = 1, êî-
òîðîå åñòü ðåøåíèå: 2x(±x−1/2)′+(±x−1/2) = (±x−1/2)2 ·

√
x− x2(±x−1/2)2.

Òàêèì îáðàçîì, ñîâîêóïíîñòü âñåõ ðåøåíèé åñòü:

2

√
1

xy2
− 1 = − lnxC, y = 0, xy2 = 1.

1.4. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ. Óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè, Ðèêêàòè, Äàðáó.
Óðàâíåíèå âèäà

a(x)y′ + b(x)y + c(x) = 0, (1.21)

ãäå a(x), b(x) è c(x) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, çàäàííûå íà ïðîìåæóòêå
(α, β), ïðè÷åì a(x) ̸= 0 äëÿ x ∈ (α, β), íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì óðàâíåíèåì
ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Óðàâíåíèå âèäà

y′ + p(x)y = q(x) (1.22)
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íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì âèäîì ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (1.21). Îáùåå ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ (1.21) âñåãäà âûðàæàåòñÿ â âèäå êâàäðàòóðû:

y = e−
∫
p(x)dx ·

[
C +

∫
e
∫
p(x)dx · q(x)dx

]
. (1.23)

Ðåøåíèå çàäà÷è (1.22) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì y0 = y(x0) âûðàæàåòñÿ
ôîðìóëîé

y = e
−

x∫
x0

p(τ)dτ

·

y0 + x∫
x0

e

τ∫
x0

p(s)ds

· q(τ)dτ

 , (1.24)

èëè æå

y = e
−

x∫
x0

p(τ)dτ

· y0 +
x∫

x0

e

τ∫
x

p(s)ds
· q(τ)dτ. (1.25)

Ôîðìóëà (1.25) ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìóëû (1.24) ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê, çà-

ìåíû ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ τ íà s, âíåñåíèÿ e
−

x∫
x0

p(s)ds

, êàê ìíîæèòå-
ëÿ, âî âòîðîé èíòåãðàë, è ïðîñòîãî ïîäñ÷åòà:

e
−

x∫
x0

p(s)ds

· e
τ∫

x0

p(s)ds

= e
−

x∫
x0

p(s)ds+
τ∫

x0

p(s)ds

= e

x0∫
x

p(s)ds+
τ∫

x0

p(s)ds

= e

τ∫
x

p(s)ds

Óðàâíåíèå âèäà

y′ = f(x)y2 + g(x)y + h(x) (1.26)

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ðèêêàòè, ãäå ôóíêöèè f(x), g(x) è h(x) íåïðåðûâ-
íû íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå.

Óðàâíåíèå Ðèêêàòè íå èíòåãðèðóåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, â êâàäðàòóðàõ. Â
îáùåì êóðñå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âûäåëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà óäà-
åòñÿ íàéòè õîòÿ áû îäíî ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.26) ïî âèäó ôóíêöèè
h(x).

Ïóñòü y1 � ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.26). Òîãäà òàêàÿ çàìåíà, êàê
y = y1 + (1/u), ãäå u(x) � íîâàÿ èñêîìàÿ ôóíêöèÿ, ïðèâîäèò óðàâíåíèå
Ðèêêàòè ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà
y′ = y′1 − u′/u2 ïîäñòàâëÿåì â óðàâíåíèå Ðèêêàòè è ïîëó÷àåì:

y′1 − u′/u2 = f(x)

(
y1 +

1

u

)2

+ g(x)

(
y1 +

1

u

)
+ h(x)

Ïîñêîëüêó y1 � ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.26), òî åñòü

y′1 = f(x)y21 + g(x)y1 + h(x),
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ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è óìíîæåíèÿ ðàâåíñòâà íà u2 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

u′ = −(f(x)(2y1u+ 1) + g(x)u) = u(−2f(x)y1 − g(x))− f(x),

èëè
u′ + u(2f(x)y1 + g(x)) = −f(x).

Çàäà÷à 167. Ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå x2y′ + xy + x2y2 = 4.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî h(x) = 4/x2. Ïîýòîìó ÷àñòíîå ðåøåíèå áóäåì èñêàòü
â âèäå y1 = a/x. Ïîäñòàâëÿÿ y1 â óðàâíåíèå x2y′ + xy + x2y2 = 4 ïîëó÷àåì
òîæäåñòâî

−x2 a
x2

+ a+
x2a2

x2
= 4,

èç êîòîðîãî íàõîäèì, ÷òî a2 = 4. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì äâà çíà÷åíèÿ
a = 2 è a = −2. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû íàøëè äâà ÷àñòíûõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ:
y1 = 2/x è y2 = −2/x. Ïîñëå çàìåíû y = 2

x+
1
u ïîëó÷àåì ëèíåéíîå óðàâíåíèå

ïåðâîãî ïîðÿäêà u′− 5
xu = 1. Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì ðåøåíèå

u = (Cx5 − x)/4. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëå îáðàòíîé çàìåíû, ïîëó÷àåì, ÷òî
y = 2

x +
4

Cx5−x � îáùåå ðåøåíèå âûøåóêàçàííîãî óðàâíåíèÿ.

Çàäà÷à 170. Ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå y′ − 2xy + y2 = 5− x2.

Ðåøåíèå. ×àñòíîå ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ áóäåì èñêàòü â âèäå ëèíåé-
íîé ôóíêöèè y1 = ax + b. Ïîäñòàâëÿÿ ïðåäïîëàãàåìîå ðåøåíèå â èñõîäíîå
óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì òîæäåñòâî

a− 2x(ax+ b) + (a2x2 + 2abx+ b2) = 5− x2.

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè x è x2 íàõîäèì, ÷òî a = 1 è b = ±2.
Âîçüìåì ÷àñòíîå ðåøåíèå y1 = x + 2 è ñäåëàåì â óðàâíåíèè çàìåíó y =
x+2+(1/u). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óðàâíåíèå u′− 4u = 1, îáùåå ðåøåíèå
êîòîðîãî âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé u = Ct4x + 1. Äåëàåì îáðàòíóþ çàìåíó è
ïîëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ: y = x+ 2 + 4/(Ce4x − 1).

Çàäà÷à 171. Ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå y′ + 2yex − y2 = e2x + ex.

Ðåøåíèå. ×àñòíîå ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå y1 = aex. Ïîñëå ïîäñòàíîâ-
êè åãî â èñõîäíîå óðàâíåíèå ïîëó÷àåì òîæäåñòâî

aex + 2ae2x − a2e2x = e2x + ex.

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ex è e2x, ïîëó÷àåì, ÷òî a = 1 è 2−a2 = 1,
òî åñòü, ÷òî a = 1, è, ñëåäîâàòåëüíî, y1 = ex � ÷àñòíîå ðåøåíèå. Ñäåëàåì
çàìåíó y = ex+1/u â èñõîäíîì óðàâíåíèè è ïîëó÷èì óðàâíåíèå u′+1 = 0.
Ïðîèíòåãðèðóåì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå è ñäåëàåì îáðàòíóþ çàìåíó, ïîñëå
÷åãî ïîëó÷èì îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ: y = ex + 1/(C − x).



15

Â óðàâíåíèè Ðèêêàòè y′ = f(x)y2 + g(x)y + h(x) ìîæíî ñäåëàòü è
äðóãóþ çàìåíó: y − y1 = z, ãäå z � íîâàÿ èñêîìàÿ ôóíêöèÿ, òîãäà óðàâíå-
íèå (1.26) ïåðåéäåò ê óðàâíåíèþ âèäà:

z′ + y′1 = f(x)(z + y1)
2 + g(x)(z + y1) + h(x),

êîòîðîå ïîñëå ñîêðàùåíèé ïðèîáðåòåò âèä:

z′ = f(x)z2 + (2f(x)y1 + g(x))z, èëè z′ − (2f(x)y1 + g(x))z = f(x)z2,

êîòîðîå îòíîñèòñÿ ê óðàâíåíèþ Áåðíóëëè, î êîòîðîì íèæå è ïîéäåò ðå÷ü.
Óðàâíåíèå âèäà

y′ + p(x)y = q(x) · yn, (1.27)

ãäå n � êîíñòàíòà, íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Áåðíóëëè. Ïðè n = 0 óðàâíåíèå
Áåðíóëëè ïåðåõîäèò â ëèíåéíîå óðàâíåíèå ïåðâîé ñòåïåíè, à ïðè n = 1 îíî
ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, òàê êàê ìîæåò áûòü
ïðåîáðàçîâàíî ê âèäó

dy

dx
+
(
p(x)− q(x)

)
y = 0, (1.28)

è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíî ðàçäåëåíèåì ïåðåìåííûõ.
Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî n ̸= 1.
Óðàâíåíèå Áåðíóëëè çàìåíîé 1/yn−1 = z, ãäå z(x) � íîâàÿ èñêîìàÿ

ôóíêöèÿ, ïðèâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ

dz

dx
+ (1− n)p(x) = (1− n)q(x). (1.29)

Ìû óæå çíàåì, êàê èíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå (1.29), ïîýòîìó èíòåãðè-
ðóåì åãî, äåëàåì îáðàòíóþ çàìåíó è ïîëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
Áåðíóëëè.

Äëÿ ïðèìåðà íàéäåì îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè y′−3y/x =
−x3y2. Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè íà y2 è ïîëó÷èì

1

y2
· dy
dx

− 3

x
· 1
y
= −x3.

Ïîëîæèì òåïåðü, ÷òî 1/y = z. Òîãäà − 1
y2y

′ = z′, à óðàâíåíèå ïîñëå çà-

ìåíû ïðèîáðåòàåò âèä z′ + 3
xz = x3. Èíòåãðèðîâàíèå äàåò îáùåå ðåøåíèå

z = x4/7+C1/x
3. Îáðàòíàÿ çàìåíà ïðèâîäèò ê îáùåìó ðåøåíèþ èñõîäíîãî

óðàâíåíèÿ
1

y
=
x4

7
+
C1

x3
, èëè y

(
x7

7
+ C1

)
= x3.

Óðàâíåíèå âèäà

M(x, y)dx+N(x, y)dy + P (x, y)[xdy − ydx] = 0, (1.30)
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â êîòîðîì ôóíêöèè M(x, y) è N(x, y) îäíîðîäíûå ñòåïåíè m, à P (x, y)
îäíîðîäíàÿ ñòåïåíè l, ïðè÷åì l ̸= m− 1, íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Äàðáó.

Óðàâíåíèå Äàðáó èíòåãðèðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâ-
êè y = zx, ãäå z � íîâàÿ èñêîìàÿ ôóíêöèÿ.

Ñ ïîìîùüþ óêàçàííîé çàìåíû óðàâíåíèå Äàðáó ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíå-
íèþ Áåðíóëëè, åñëè N(x, y) ̸= 0, è ê óðàâíåíèþ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðå-
ìåííûìè, åñëè N(x, y) = 0.

Çàäà÷à 137. Ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå (2x+ 1)y′ = 4x+ 2y.

Ðåøåíèå. Òàê êàê y è y′ âõîäÿò â óðàâíåíèå ëèíåéíî, òî ýòî � ëèíåéíîå
óðàâíåíèå. Ïðèâåäåì åãî ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó:

y′ − 2

2x+ 1
y =

4x

2x+ 1
.

Îáùåå ðåøåíèå íàõîäèì ïî ðàíåå óêàçàííûì ôîðìóëàì:

y = e2
∫

dx
2x+1

[
C +

∫
4x

2x+ 1
e−

∫
2

2x+1dx

]
=

= (2x+ 1)

[
C +

∫
4x

(2x+ 1)2
dx

]
=

= (2x+ 1) [C + ln |2x+ 1|] + 1; èòîãî

y = (2x+ 1) [C + ln |2x+ 1|] + 1

Çàäà÷à 147. Ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå (sin2 y + x · ctgy)y′ = 1.

Ðåøåíèå. Îòíîñèòåëüíî y(x) óðàâíåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì, íî â äàííîå
óðàâíåíèå âõîäèò ëèíåéíî x. Ïîýòîìó ïîìåíÿåì ìåñòàìè èñêîìóþ ôóíêöèþ
è íåçàâèñèìîå ïåðåìåííîå, òî åñòü áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x = x(y). Çàìåíÿÿ
y′ = 1/x′, ïîëó÷àåì ëèíåéíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî x:

sin2 y + x · ctgy = x′.

Ïðèâåäåì ýòî óðàâíåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó: x′ − ctgy · x = sin2 y.
Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå

x = e
∫
ctgydy

[
C +

∫
sin2 y · e−

∫
ctgydydy

]
= sin y[C − cos y].

Òàêèì îáðàçîì, x = sin y[C − cos y] � îáùèé èíòåãðàë.

Çàäà÷à 153. Ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå y′ = y4 cosx+ ytgx.

Ðåøåíèå. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî äàííîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Áåð-
íóëëè. Ïðèâåäåì åãî ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó:

y′ − tgx · y = cos x · y4.
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Óìíîæèì çàäàííîå óðàâíåíèå íà 1/y4, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì

y′

y4
− tgx · 1

y3
= cos x.

Ñäåëàåì çàìåíó 1/y3 = z, ãäå z � íîâàÿ èñêîìàÿ ôóíêöèÿ. Âû÷èñëèì
ïðîèçâîäíóþ z′ = −3y′/y4 è ïîäñòàâèì ðåçóëüòàò â óðàâíåíèå:

z′ + 3tgx · z = −3 cos x.

Ïðîèíòåãðèðóåì ýòî êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà:

z = e−
∫
3tgxdx

[
C − 3

∫
cosx · e3

∫
tgxdxdx

]
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì îáùåå ðåøåíèå z = C ·cos3 x−3 cos2 x ·sinx. Âîç-

âðàùàÿñü ê ïåðåìåííîé y, ïîëó÷àåì ñîâîêóïíîñòü âñåõ ðåøåíèé èñõîäíîé
çàäà÷è: y−3 = C · cos3 x− 3 cos2 x · sinx èëè y = 0.

1.5. Óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ. Èíòåãðèðóþùèé ìíî-
æèòåëü. Äèôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0 (1.31)

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ, åñëè åãî ëåâàÿ ÷àñòü
ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì íåêîòîðîé ôóíêöèè U(x, y), òî åñòü

dU(x, y) =M(x, y)dx+N(x, y)dy. (1.32)

Åñëè óðàâíåíèå (1.32) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äèôôåðåíöèà-
ëàõ, òî U(x, y) = C � îáùèé èíòåãðàë ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå.

Èìååò ìåñòî òåîðåìà:
ÏóñòüM(x, y) è N(x, y) íåïðåðûâíû è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû

â îáëàñòè D. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óðàâíåíèå M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 áûëî
óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â
îáëàñòè D âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî ∂M/∂y = ∂N/∂x.

Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ U(x, y) íàõîäèòñÿ ïî îäíîé èç ôîðìóë:

U(x, y) =

x∫
x0

M(ξ, y)dξ +

y∫
y0

N(x0, η)dη, (1.33)

èëè

U(x, y) =

x∫
x0

M(ξ, y0)dξ +

y∫
y0

N(x, η)dη, (1.34)

ãäå (x0, y0) � ëþáàÿ òî÷êà èç îáëàñòè D, òàêàÿ ÷òî M(x0, y0) ̸= 0 èëè
N(x0, y0) ̸= 0.



18

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: íåëüçÿ ëè óðàâíåíèå (1.31), êîòîðîå
íå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ, ñâåñòè ê óðàâíåíèþ
â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ ïóòåì äîìíîæåíèÿ åãî íà íåêîòîðóþ ôóíêöèþ
µ(x, y). Òàêàÿ ôóíêöèÿ µ(x, y) ∈ C1(D), òî åñòü íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìàÿ â îáëàñòè D, íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóþùèì ìíîæèòåëåì äëÿ óðàâ-
íåíèÿ (1.31), åñëè ïðè óìíîæåíèè íà íåå óðàâíåíèå (1.31) ñòàíîâèòñÿ óðàâ-
íåíèåì â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ.

Òàêàÿ ôóíêöèÿ, åñëè îíà ñóùåñòâóåò, äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíî-
øåíèþ:

∂(µM)

∂y
=
∂(µN)

∂x

èëè

M
∂µ

∂y
−N

∂µ

∂x
=

(
∂N

∂x
− ∂M

∂y

)
· µ (1.35)

Óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (1.35) â îáùåì âèäå íå ïðîùå, ÷åì
çàäà÷à ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.31). Êîíå÷íî, äîñòàòî÷íî çíàòü òîëüêî îä-
íî åãî ÷àñòíîå ðåøåíèå. Èíîãäà ïî êàêèì-íèáóäü îñîáåííîñòÿì óðàâíå-
íèÿ (1.35) óäàåòñÿ íàéòè åãî ÷àñòíîå ðåøåíèå, è òîãäà èíòåãðèðîâàíèå óðàâ-
íåíèÿ (1.31) ñâîäèòñÿ ê êâàäðàòóðàì.

Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà:
Åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ ω ∈ C1(D), ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíî-

øåíèå
∂N
∂x − ∂M

∂y

M ∂ω
∂y −N ∂ω

∂x

= φ(ω), (1.36)

ãäå φ � íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òî èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü
èìååò âèä µ = µ(ω(x, y)) è íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

µ(ω) = e
∫
φ(ω)dω. (1.37)

Èññëåäîâàòåëü ïðè íàõîæäåíèè µ çàäàåò âèä ω(x, y) è ïðîâåðÿåò óñëî-
âèå (1.36).

Â êà÷åñòâå îñíîâíûõ ñâîéñòâ èíòåãðèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ ñëåäóåò óêà-
çàòü ñëåäóþùåå:

Åñëè µ(x, y) � èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü äëÿ óðàâíåíèÿ (1.31), à
U(x, y) � ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë, òî µ(x, y)φ(U(x, y)), ãäå φ � ïðî-
èçâîëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, òàêæå ÿâëÿåòñÿ èí-
òåãðèðóþùèì ìíîæèòåëåì.

Ýòî ñâîéñòâî èíòåãðèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ èñïîëüçóåòñÿ òàê íàçûâàå-
ìîì ìåòîäå ½ãðóïïèðîâêè� íàõîæäåíèÿ èíòåãðèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ.
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Çàäà÷à 190. Ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå

3x2 + y2

y2
dx− 2x3 + 5y

y3
dy = 0.

Ðåøåíèå. Ïðîâåðèì, áóäåò ëè çàäàííîå óðàâíåíèå â ïîëíûõ äèôôåðåíöè-
àëàõ. Ïðîâåäåì âû÷èñëåíèÿ: ∂M/∂y = −6x2/y3 è ∂N/∂x = −6x2/y3. Â
ñèëó ðàâåíñòâà ∂M/∂y = ∂N/∂x, ïðèõîäèò ê âûâîäó, ÷òî äàííîå óðàâíå-
íèå â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ. Âîçüìåì òî÷êó (0, 1) ∈ D = {(x, y) : |x| <
∞, y ̸= 0}.

Òîãäà îáùèé èíòåãðàë èìååò âèä
x∫

0

3x2 + y2

y2
dx−

y∫
1

5

y2
= C,

êîòîðûé ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ïðåîáðàçóåòñÿ â

x3 + xy2 + 5y = y2 · C1, ãäå C1 = C + 5.

Çàäà÷à 191. Ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå

2x(1 +
√
x2 − y)dx−

√
x2 − ydy = 0.

Ðåøåíèå. Òàê êàê ∂M/∂y = −x/
√
x2 − y è ∂N/∂x = −x/

√
x2 − y, òî ýòî

óðàâíåíèå â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ.
Âûáåðåì òî÷êó (1, 0) ∈ D = {(x, y) : x2 − y > 0}. Ïîëó÷àåì, ÷òî

x∫
1

2x(1 + x)dx−
y∫

0

√
x2 − ydy = C � îáùèé èíòåãðàë.

(
x2 +

2

3
x3
) ∣∣∣∣x

1

+
2

3

(
x2 − y

)3/2 ∣∣∣∣y
0

= C,

x2 +
2

3
x3 +

2

3
(x2 − y)3/2 − 2

3
x3 = C1,

x2 +
2

3
(x2 − y)3/2 = C1.

Çàäà÷à 210. Ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå (x2−y2+y)dx+x(2y−1)dy = 0.

Ðåøåíèå. Èìååì, ÷òî ∂M/∂y = −2y + 1 è ∂N/∂x = 2y − 1, òî ýòî íå åñòü
óðàâíåíèå â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî µ = µ(x), íàéäåì
∂M
∂y − ∂N

∂x

N
= −2

x
,
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ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü

µ(x) = e−
∫

2
xdx =

1

x2
.

Óðàâíåíèå
(x2 − y2 + y)

x2
dx+

x(2y − 1)

x2
dy = 0

åñòü óðàâíåíèå â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ. Âîçüìåì òî÷êó (1, 0) ∈ D =
{(x, y) : x ̸= 0, |y| <∞}, òîãäà

x∫
1

dx−
y∫

0

2y − 1

x
dy = C � îáùèé èíòåãðàë.

Êðîìå òîãî, ðàññìîòðèì óðàâíåíèå 1/µ(x) = 0, èëè x2 = 0, òî åñòü
x = 0 � ðåøåíèå.

2. Óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, íå ðàçðåøåííûå

îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé

Óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, íå ðàçðåøåííûå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîä-
íîé, èìåþò, âîîáùå ãîâîðÿ, âèä

F (x, y, y′) = 0. (2.1)

Íå âñåãäà óäàåòñÿ óðàâíåíèå (2.1) ñâåñòè ê óðàâíåíèþ

y′ = f(x, y). (2.2)

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïóòåì ââåäåíèÿ ïàðàìåòðà çàäà÷ó èíòåãðèðîâà-
íèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.1) ìîæíî ïðèâåñòè ê çàäà÷å èíòåãðè-
ðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ, ðàçðåøåííîãî îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé.

2.1. Óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà n-îé ñòåïåíè. Ëåâàÿ ÷àñòü òàêîãî
óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öåëóþ ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ îòíîñèòåëü-
íî y′, òî åñòü èìååò âèä:

(y′)n + p1 · (y′)n−1 + p2 · (y′)n−2 + · · ·+ pn−1 · y′ + pn = 0, (2.3)

ãäå n � ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî, à p1, . . . , pn � ôóíêöèè îò x è y.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàçðåøàÿ óðàâíåíèå (2.3) îòíîñèòåëüíî y′, ìû íà-

õîäèì êîíå÷íîå ÷èñëî äåéñòâèòåëüíûõ ðåøåíèé

y′ = fk(x, y), ãäå k = 1, . . . ,m, (2.4)

ãäå ôóíêöèè fk(x, y) îïðåäåëåíû â íåêîòîðîé îáëàñòè D. Âîçìîæíû äâà
ñëó÷àÿ:
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à) Âî âñÿêîé òî÷êå îáëàñòè D íàïðàâëåíèÿ ïîëÿ, îïðåäåëÿåìûå êàæ-
äûì èç óðàâíåíèé (2.4) ðàçëè÷íû, òàê ÷òî èíòåãðàëüíûå êðèâûå ðàçëè÷íûõ
óðàâíåíèé (2.4) íå ìîãóò êàñàòüñÿ äðóã äðóãà âíóòðè îáëàñòè D.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî èç óðàâíåíèé (2.4) çàäà÷à Êîøè â îá-
ëàñòè D èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå è ÷òî êàæäîå èç óðàâíåíèé èìååò â
îáëàñòè D îáùèé èíòåãðàë

Ψk(x, y) = C, ãäå k = 1, . . . ,m. (2.5)

Òîãäà ñîâîêóïíîñòü èíòåãðàëîâ (2.5) íàçûâàåòñÿ îáùèì èíòåãðàëîì
óðàâíåíèÿ (2.4). Èíîãäà âìåñòî (2.5) ïèøóò ðàâíîñèëüíîå èì îäíî ðàâåí-
ñòâî

[Ψ1(x, y)− C]× [Ψ2(x, y)− C]× · · · × [Ψm(x, y)− C] = 0.

Â ýòîì ñëó÷àå ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó îáëàñòè D ïðîõîäèò m èíòåãðàëüíûõ
êðèâûõ, òî åñòü ñòîëüêî æå, ñêîëüêî íàïðàâëåíèé ïîëÿ îïðåäåëÿåòñÿ â êàæ-
äîé òî÷êå ñ ïîìîùüþ (2.4). Ãîâîðÿò, ÷òî â îáëàñòèD èìååò ìåñòî åäèíñòâåí-
íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.

á) Ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà òî÷êà (x0, y0) â îáëàñòè D, òàêàÿ ÷òî çíà-
÷åíèÿ õîòÿ áû äâóõ ôóíêöèé èç f1(x, y), . . . , fk(x, y) â ýòîé òî÷êå ñîâïà-
äàþò. Èíòåãðàëüíûå êðèâûå ñîîòâåòñòâóþùèé óðàâíåíèé êàñàþòñÿ â òî÷êå
(x0, y0). Âñëåäñòâèå ýòîãî èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè óðàâíåíèÿ (2.3), êðîìå
èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ (2.5), áóäóò èíòåãðàëüíûå êðèâûå, ïîëó÷åííûå ïóòåì
ñêëåéêè èõ â òî÷êå (x0, y0), ïåðåõîäÿ â íåé ñ èíòåãðàëüíîé êðèâîé îäíîãî
èç ýòèõ óðàâíåíèé íà èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ äðóãîãî óðàâíåíèÿ.

Òàêàÿ òî÷êà (x0, y0) íàûâàåòñÿ îñîáîé.
Ðåøåíèå y = φ(x) óðàâíåíèÿ F (x, y, y′) = 0 íàçûâàåòñÿ îñîáûì, åñëè

÷åðåç êàæäóþ åãî òî÷êó êðîìå ýòîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïðîõîäèò è äðóãîå
ðåøåíèå, èìåþùåå â ýòîé òî÷êå òó æå êàñàòåëüíóþ, ÷òî è ðåøåíèå y = φ(x),
íî íå ñîâïàäàþùåå ñ íèì â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè.

Çàäà÷à 242. Ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå, âûäåëèòü îñîáîå ðåøåíèå è
äàòü ÷åðòåæ èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ 8(y′)3 = 27y.

Ðåøåíèå. Óðàâíåíèå èìååò îäèí äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü y′ = (3/2) · 3
√
y.

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñ ðàçäåëÿþùèìè ïåðåìåííû-
ìè. Ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå è çàòåì èíòåãðèðóÿ, íàõîäèì îáùèé èíòåãðàë
y2/3 = x + C. Ïðè ðàçäåëåíèè ïåðåìåííûõ ìû ìîãëè ïîòåðÿòü ðåøåíèå
y = 0. Áóäåò ëè ðåøåíèå y = 0 îñîáûì?

Çàïèøåì óñëîâèÿ êàñàíèÿ êðèâûõ y = y1(x) è y = y2(x) â òî÷êå ñ
àáñöèññîé x:

y1(x0) = y2(x0), y′1(x0) = y′2(x0).
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Â íàøåì ñëó÷àå â ðîëè y = y1(x) âûñòóïàåò y = 0, à â ðîëè y = y2(x) �
y2/3 = x+ C.

0 = (x0 + C)3/2, 0 =
3

2
(x0 + C)1/2.

Îòñþäà ëåãêî íàõîäèì, ÷òî òî÷êà x0 = −C óäîâëåòâîðÿåò îáîèì óñëî-
âèÿì. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå y = 0 ÿâëÿåòñÿ îñîáûì.

Ãðàôè÷åñêè ïîñòðîåííûå ðåøåíèÿ èíòåðïðåòèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

Çàäà÷à 246. Íàéòè âñå ðåøåíèÿ, âûäåëèòü îñîáûå ðåøåíèÿ (åñëè îíè
åñòü) è äàòü ÷åðòåæ èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ (y′)2 =
4y3(1− y).

Ðåøåíèå. Ðàçðåøàÿ äàííîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé, ïîëó÷àåì
äâà óðàâíåíèÿ:

y′ = 2y3/2
√
1− y è y′ = −2y3/2

√
1− y

Ïðàâûå ÷àñòè îáîèõ óðàâíåíèé çàäàíû â îáëàñòè D = {(x, y) : y ≤ 1, |x| <
∞}. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ óðàâíåíèé ñîâïàäàþò â òî÷êàõ
ïðÿìûõ y = 0 è y = 1. ßâëÿþòñÿ ëè îíè îñîáûìè ðåøåíèÿìè?

à) Ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå, ïîëó÷àåì

dy

±2y3/2
√
1− y

= dx, åñëè y ̸= 0, y ̸= 1.

Èíòåãðèðóåì è íàõîäèì ñåìåéñòâî y[1+(x−C)x] = 1, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
îáùèì èíòåãðàëîì çàäàííîãî óðàâíåíèÿ, èëè y = 1/(1+ (x−C)2) � îáùåå
ðåøåíèå.

á) y = 0 è y = 1 � ðåøåíèÿ çàäàííîãî óðàâíåíèÿ. Ïðîâåðèì, íà-
ðóøàåòñÿ ëè åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè â òî÷êàõ èññëåäóåìûõ
ðåøåíèé?
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Óñëîâèå êàñàíèå êðèâîé y = 1 ñ êðèâûìè, âõîäÿùèìè â îáùåå ðåøåíèå
èìååò âèä:

0 =
1

1 + (x0 + C)2
, x0 + C = 0.

Èç âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî x0 = −C. Ïîäñòàâëÿåì åãî â
ïåðâîå ñîîòíîøåíèå, ïîëó÷àåì 0 ̸= 1. Ñëåäîâàòåëüíî, y = 0 íå ÿâëÿåòñÿ
îñîáûì.

Óñëîâèÿ êàñàíèÿ êðèâîé y = 1 ñ êðèâûìè, âõîäÿùèìè â îáùåå ðåøåíèå,
âûðàæàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

1 =
1

1 + (x0 + C)2
, x0 + C = 0.

Èç âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷àåì x0 = −C, êîòîðîå, ïîñëå ïîäñòà-
íîâêè â ïåðâîå, äàåò òîæäåñòâî 1 ≡ 1. Çíà÷èò, ðåøåíèå y = 1 ÿâëÿåòñÿ
îñîáûì.

Ãðàôè÷åñêè ïîñòðîåííûå ðåøåíèÿ èçîáðàæåíû íà ñëåäóþùåì ÷åðòå-
æå:

Çàìå÷àíèå. Ôóíêöèè fk(x, y), ãäå k = 1, . . . ,m, ïðè÷åì m ≤ n, ìîãóò
áûòü ðàöèîíàëüíûìè è èððàöèîíàëüíûìè. Äèôôåðåíöèàëüíûå

Ïðèìåð 1. Ðåøèòü óðàâíåíèå (y′)2 + (y2 − 1)y′ − y2 = 0.

Ðåøåíèå. Ðàçðåøèì äàííîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî y′ (êàê îáû÷íîå êâàä-
ðàòíîå óðàâíåíèå ñ íåèçâåñòíîé y′). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âû-
ðàæåíèå: y′ = 1

2

(
(1− y)2 ± (1 + y2)

)
, îòñþäà y′ = 1 èëè y′ = −y2.

Ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ óðàâíåíèé f1 = 1 è f2 = −y2 � ðàöèîíàëüíûå
ôóíêöèè. Íàéäåì îáùåå ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé: x + C è y = 1/(x + C).
Êðîìå òîãî, y = 0 � ðåøåíèå.
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Ïîëó÷èëè äâà ñåìåéñòâà èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ, êîòîðûå íå èìåþò íè-
÷åãî îáùåãî ìåæäó ñîáîé: y = x+C � ñåìåéñòâî ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, à
y = 1/(x+ C) � ñåìåéñòâî ïàðàáîë.

îáùèé èíòåãðàë äàííîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä:(
y − x− C

)(
y − 1

x+ C

)
= 0,

òî åñòü îáùèé èíòåãðàë � ìåõàíè÷åñêîå ñîåäèíåíèå ýòèõ äâóõ ñåìåéñòâþ
Ãðàôè÷åñêè ïîñòðîåííûå ðåøåíèÿ èçîáðàæåíû íà ñëåäóþùåì ÷åðòå-

æå:

Ïðèìåð 2. Ðåøèòü óðàâíåíèå (y′)2 − 4y = 0.

Ðåøåíèå. Ðàçðåøèâ äàííîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî y′, ïîëó÷èì äâà óðàâ-
íåíèÿ: y′ = ±2

√
y, ïðàâûå ÷àñòè êîòîðûõ f1 = 2

√
y è f2 = −2

√
y ñóòü

èððàöèîíàëüíûå ôóêíöèè. Òîãäà
√
y = x + C (x ≥ −C), èëè y = (x + C)2

(x ≥ −C) åñòü îáùåå ðåøåíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ, à −√
y = x+C (x ≤ −C)

èëè y = (x+ C)2 (x ≤ −C) åñòü îáùåå ðåøåíèå âòîðîãî óðàâíåíèÿ.
Êðîìå ýòîãî, y = 0 � åùå îäíî ðåøåíèå.
Ñäåëàåì ÷åðòåæè äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ äâóõ ñåìåéñòâ.

Ýòè äâà ñåìåéñòâà ìîæíî îáúåäèíèòü â îäíî ñåìåéñòâî ïàðàáîë:
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Çàäà÷à 253. Ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå x(y′)2 − 2yy′ + x = 0.

Ðåøåíèå. Ðàçðåøèì ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî y′: y′ = (y±
√
y2 − x2)/x.

Ýòè óðàâíåíèÿ îäíîðîäíûå. Ñäåëàåì çàìåíó y = tx, y′ = t′x + tx′. Â ðå-
çóëüòàòå ïîëó÷èì t+ t′x = t±

√
t2 − 1, èëè t′x = ±

√
t2 − 1.

Ñëó÷àé à) t ̸= 1, x ̸= 0. Òîãäà

dt√
t2 − 1

= ±dx
x
, ln(t+

√
t2 − 1) = ± lnx+ lnC.

Îòäåëüíî ðàññìîòðèì ýòè äâà óðàâíåíèÿ � ñî çíàêîì ½+� è ½−�:

t+
√
t2 − 1 = x · C è

(
t+

√
t2 − 1

)
· x = C.

Ïîêàæåì, ÷òî ýòè äâà ñåìåéñòâà èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ìîæíî îáúåäè-
íèòü â îäíî ñåìåéñòâî. Ïåðåïèøåì èõ â âèäå:√

t2 − 1 = x · C − t è
√
t2 − 1 =

C − tx

x
.

Âîçâåäåì îáå ÷àñòè â êâàäðàò:

t2 − 1 = (x · C − t)2, (xC − t ≥ 0) è

t2 − 1 =
(C − tx)2

x2
,

(
C − tx

x
≥ 0

)
.

Ïðîäåëàåì ïðîñòûå àðèôìåòè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ è ïîëó÷èì:

2xCt = x2C2 + 1, (xC − t ≥ 0) è

2xCt = C2 + x2,

(
C − tx

x
≥ 0

)
.

Â ïåðâîì ñîîòíîøåíèè ïîëîæèì, ÷òî C = 1/C1. Òîãäà èìååì

2txC1 = C2
1 + x2, (xC − t ≥ 0).
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Ñåìåéñòâî, îïðåäåëÿåìîå ïîñëåäíåé ôîðìóëîé, ìîæíî îáúåäèíèòü ñ ñå-
ìåéñòâîì, îïðåäåëÿåìûì âòîðîé ôîðìóëîé èç ïåðâîíà÷àëüíîãî ñåìåéñòâà.
Â èòîãå ïîëó÷èì ñåìåéñòâî

2txC = x2 + C2.

Âîçâðàùàÿñü ê ïåðâîíà÷àëüíîìó ïåðåìåííîìó y, ïîëó÷àåì îáùèé èí-
òåãðàë äàííîãî óðàâíåíèÿ:

2yC = x2 + C2. (2.6)

Ñëó÷àé á) t = ±1, îòñþäà y = ±x � ðåøåíèÿ. Ïðîâåðèì, áóäóò ëè ýòè
ðåøåíèÿ îñîáûìè èëè íåò.

Îáîçíà÷èì y1(x) = x, 2y2C = x2 + C2.
Âûïèøåì óñëîâèÿ êàñàíèÿ äâóõ êðèâûõ y = y1(x), y = y2(x):

y1(x0) = y2(x0), y′1(x0) = y′2(x0) = 1.

Èìååì â èòîãå, ÷òî C = x0, C = 2x0, òî åñòü y1 = x ïåðåñåêàåòñÿ
ñ ñåìåéñòâîì êðèâûõ (2.6) òîëüêî â íà÷àëå êîîðäèíàò (0, 0). Òî÷êà (0, 0)
íàçûâàåòñÿ òîãäà îñîáîé òî÷êîé.

Èòàê, y1 = x íå ÿâëÿåòñÿ îñîáûì ðåøåíèåì. Àíàëîãè÷íî, y3 = −x
ïåðåñåêàåòñÿ ñ ðåøåíèåì y1 = x è ñåìåéñòâîì (2.6) òîëüêî â òî÷êå (0, 0) è
òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ îñîáûì ðåøåíèåì.

Çàäà÷à 259. Ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå (y′)2 − 2yy′ = y2 (ex − 1) èëè,
÷òî òî æå ñàìîå, (y′)2 − 2yy′ + y2 (1− ex) = 0.

Ðåøåíèå. Ñïåðâà ðàçðåøèì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî y′: y′ = y(1± ex/2).
Ñëó÷àé à) y ̸= 0. Ðàçäåëÿåì ïåðåìåííûå

dy

y
=

(
1± ex/2

)
è èíòåãðèðóåì: lnCy = x± 2ex/2 � îáùèé èíòåãðàë.

Ñëó÷àé á) y = 0 � ðåøåíèå.
Òàê êàê lnCy îïðåäåëåí ïðè Cy > 0, òî ðåøåíèå y = 0 íå ïåðåñåêàåòñÿ

íè ñ îäíîé èíòåãðàëüíîé êðèâîé èç ñåìåéñòâà lnCy = x ± 2ex/2, òî åñòü
y = 0 � ÷àñòíîå ðåøåíèå.

2.2. Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé, íå ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ïðî-
èçâîäíîé, ïóòåì ââåäåíèÿ ïàðàìåòðà. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

F (x, y, y′) = 0. (2.7)
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî äîïóñêàåò ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

x = φ(u, v),

y = ψ(u, v), (2.8)

z = α(u, v),

òàê ÷òî F (φ(u, v), ψ(u, v), α(u, v)) ≡ 0, ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ u è
v. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèè φ(u, v), ψ(u, v) è α(u, v) äèôôåðåíöèðóåìû.
Èñïîëüçóÿ îñíîâíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó äèôôåðåíöèàëàìè è ïðîèçâîäíîé
âäîëü èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà dy = y′dx, íàõîäèì
ñâÿçü ìåæäó ïàðàìåòðàìè u è v.

Äåéñòâèòåëüíî, èìååì

dx =
∂φ

∂u
du+

∂φ

∂v
dv; dy =

∂ψ

∂u
du+

∂ψ

∂v
dv;

y′ = α(u, v).

Òàêèì îáðàçîì, ïîäñòàâëÿÿ òîëüêî ÷òî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû â ôîð-
ìóëó dy = y′dx, ïîëó÷àåì

∂ψ

∂u
du+

∂ψ

∂v
dv = α(u, v)

[
∂φ

∂u
du+

∂φ

∂v
dv

]
(2.9)

Óðàâíåíèå (2.9) ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøåííûì îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé.
Â óðàâíåíèè (2.9) ïåðåìåííûå u è v ðàâíîïðàâíû. Âçÿâ, íàïðèìåð, u

çà íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ è ïðîèíòåãðèðîâàâ óðàâíåíèå (2.9), ïîëó÷èì
v = ω(u,C) � îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.9). Òîãäà x = φ(u, ω(u,C)),
y = ψ(u, ω(u,C)) îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.7) â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå.

Ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå èçëîæåííîãî ìåòîäà ñâÿçàíî ñ ïðåîäîëåíèåì
äâóõ òðóäíîñòåé: 1) íàõîæäåíèåì ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ óðàâíå-
íèÿ (2.7); 2) èíòåãðèðîâàíèåì óðàâíåíèÿ (2.9).

Ïåðâàÿ òðóäíîñòü ëåãêî ïðåîäîëåâàåòñÿ, åñëè óðàâíåíèå (2.7) ðàçðåøè-
ìî îòíîñèòåëüíî x èëè y, òî åñòü èìååò âèä

y = ξ(x, y′), (2.10)

x = η(y, y′). (2.11)

Óðàâíåíèå (2.10) äîïóñêàåò ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

x = x, y′ = p, y = ξ(x, p), (2.12)

à óðàâíåíèå (2.11) � ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

y = y, y′ = p, x = η(y, p). (2.13)

Îáå òðóäíîñòè ïðåîäîëåâàþòñÿ ïðè èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé Ëàãðàí-
æà è Êëåðî.
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Óðàâíåíèå âèäà
y = φ(y′)x+ ψ(y′), (2.14)

ãäå φ(y′) è ψ(y′) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ëàãðàí-
æà. Åñëè æå φ(y′) = y′ � òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, òî óðàâíåíèå (2.14)
íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Êëåðî.

Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå Êëåðî

y = y′x+ ψ(y′), (2.15)

èìååò îáùåå ðåøåíèå y = Cx+ ψ(C).

Çàäà÷à 280. Ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå x2(y′)2 = xyy′ + 1.

Ðåøåíèå. Ââîäèì ïàðàìåòð p = y′. Èç äàííîãî óðàâíåíèÿ ïðîùå íàéòè
y, ÷åì x, ÷òî ìû è ñäåëàåì: y = (x2p2 − 1)/(xp). Òåïåðü ïàðàìåòðèçóåì
óðàâíåíèå:

y′ = p, x = x, y =
x2p2 − 1

xp
.

Íàõîäèì ñâÿçü ìåæäó ïàðàìåòðàìè x è p, äëÿ ÷åãî ïîñ÷èòàåì ïîëíûé
äèôôåðåíöèàë:

dy =
x2p2 + 1

px2
dx+

x2p2 + 1

p2x
dp.

Çàìåíÿÿ dy íà pdx, ïîëó÷àåì

x2p3dx = (x2p2 + 1)[pdx+ xdp],

èëè d(xp)+ (px)2xdp = 0. Ïîëîãàÿ xp = u è âûðàæàÿ x ÷åðåç u è p, òî åñòü
x = u/p, ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

du

u3
+
dp

p
= 0.

Ðåøàÿ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì ±u
√
2 ln pC = 1. Âîçâðàùàÿñü

ê ñòàðîìó ïåðåìåííîìó x, èìååì ±xp
√
2 ln pC = 1.

Òîãäà îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â ïàðàìåò-
ðè÷åñêîé ôîðìå

±xp
√
2 ln pC = 1, y = ±

[
1√

2 ln pC
−

√
2 ln pC

]
.

Çàäà÷à 284. Ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå y = xy′ − x2(y′)3.

Ðåøåíèå. Ñäåëàåì ïàðàìåòðèçàöèþ ýòîãî óðàâíåíèÿ:

x = x, , y = xp− x2p3,

ãäå x è p � ïàðàìåòðû.
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Íàéäåì ñâÿçü ìåæäó ïàðàìåòðàìè x è p âäîëü èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ.
Âîçüìåì ïîëíûé äèôôåðåíöèàë îò îáåèõ ÷àñòåé â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå.
Èìååì:

dy = (p− 2xp3)dx+ (x− 3x2p2)dp.

Çàìåíèì dy íà pdx è ïîëó÷èì

−2xp3dx+
[
x− 3x2p2

]
dp = 0.

Ýòî óðàâíåíèå ëèíåéíîå îòíîñèòåëüíî èñêîìîé ôóíêöèè x.
Êàíîíè÷åñêèé âèä óðàâíåíèÿ:

dx

dp
+

3x

2p
=

1

2p3
(p ̸= 0).

Íàéäåì åãî îáùåå ðåøåíèå: x = (C
√
|p| − 1)/p2. Òîãäà îáùåå ðåøåíèå

äàííîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä:

xp2 =
√

|p|C − 1,

y = xp− x2p3 (p ̸= 0).

Ïóñòü p = 0, òîãäà y = 0 � ðåøåíèå.

Çàäà÷à 285. Ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå y = 2xy′ + y2(y′)3.

Ðåøåíèå. Ââîäèì ïàðàìåòð p = y′, ðàçðåøàåì îòíîñèòåëüíî x è ïàðàìåò-
ðèçóåì óðàâíåíèå:

y′ = p, y = y, x =
y − y2p3

2p
.

Âû÷èñëÿåì dx èç ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, çàìåíÿåì åãî íà
dy/p è ïîëó÷àåì

dy

p
=

1− 2yp3

2p
dy − y(1 + 2yp3)

2p2
dp,

(1 + 2yp3)(pdy + ydp) = 0.

Ñëó÷àé à) 1 + 2yp3 = 0. Òîãäà x = (y − y2p3)/2p, 1 + 2yp3 = 0 � ðåøå-
íèå â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå. Èñêëþ÷àåì ïàðàìåòð p è ïîëó÷àåì ðåøåíèå
äàííîãî óðàâíåíèÿ: 27y4 = −32x3 (x ≤ 0).

Ñëó÷àé á) pdy + ydp = 0. Òîãäà d(yp) = 0 è yp = C.
Çíà÷èò, îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â ïàðà-

ìåòðè÷åñêîé ôîðìå:

y =
C

p
, x =

1

2

[
C

p2
− C2

]
,

èëè, ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ ïàðàìåòðà p, ïîëó÷àåì îáùèé èíòåãðàë çàäàííîãî
óðàâíåíèÿ: 2xC = y2 − x3.
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2.3. Îñîáûå ðåøåíèÿ. Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà è Êëåðî. Ñóùåñòâóåò
äâà ñïîñîáà íàõîæäåíèÿ îñîáûõ ðåøåíèé: à) ñ ïîìîùüþ C-äèñêðèìèíàíòíîé
êðèâîé; á) ñ ïîìîùüþ P -äèñêðèìèíàíòíîé êðèâîé.

Èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà èçâåñòíî, ÷òî îãèáàþùàÿ âõîäèò â
ñîñòàâ C-äèñêðèìèíàíòíîé êðèâîé, îïðåäåëÿåìîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé

Φ(x, y, C) = 0,

∂Φ(x, y, C)

∂C
= 0.

Íåêîòîðàÿ âåòâü C-äèñêðèìèíàíòíîé êðèâîé áóäåò îãèáàþùåé, åñëè
íà íåé

à) ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííûå ïî ìîäóëþ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå∣∣∣∣∂Φ∂x
∣∣∣∣ ≤M,

∣∣∣∣∂Φ∂y
∣∣∣∣ ≤ N,

ãäå M è N � ïîñòîÿííûå.
á) ∂Φ/∂x ̸= 0 èëè ∂Φ/∂y ̸= 0.
Çàìå÷àíèå. Óñëîâèÿ à) è á) ëèøü äîñòàòî÷íû, à ïîòîìó âåòâè C-äèñ-

êðèìèíàíòíîé êðèâîé, íà êîòîðûõ íàðóøåíî îäíî èç ýòèõ óñëîâèé, òîæå
ìîãóò áûòü îãèáàþùèìè.

C-äèñêðèìèíàíòíóþ êðèâóþ èíîãäà óäîáíåå çàïèñûâàòü â ïàðàìåòðè-
÷åñêîé ôîðìå:

x = x(C), y = y(C).

Òîãäà, åñëè: 1) ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííûå ïðîèçâîäíûå íà íåé |x′C | ≤ M ,
|y′C | ≤M ; 2) x′C ̸= 0 èëè y′C ̸= 0, òî x = x(C), y = y(C) � îãèáàþùàÿ.

Çàìå÷àíèå. C-äèñêðèìèíàíòíàÿ êðèâàÿ, ïîìèìî îãèáàþùåé, ìîæåò ñî-
äåðæàòü â ñåáå åùå è ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, ÿâëÿþùèõñÿ îñîáûìè
äëÿ èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ (óçëîâûå òî÷êè, òî÷êè ñîïðèêîñíîâåíèÿ, òî÷êè
çàîñòðåíèÿ èëè âîçâðàòà è ò.ä.). Òî÷êè ýòè îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿìè

F (x, y, y′) = 0,
∂F

∂x
= 0,

∂F

∂y
= 0.

Çàìå÷àíèå. Íå ñëåäóåò ñìåøèâàòü îñîáûå òî÷êè äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ F (x, y, y′) = 0 ñ îñîáûìè òî÷êàìè ñàìèõ èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ.

Çàìå÷àíèå. Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ ÷àñòî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå ìû íà-
çûâàåì îñîáûì, íî îíî ìîæåò è íå áûòü ðåøåíèåì. Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî
îñîáûõ òî÷åê èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ îáû÷íî íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì, íî èíî-
ãäà ìîæåò è áûòü ðåøåíèåì.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå F (x, y, y′) = 0.
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P -äèñêðèìèíàíòíîé êðèâîé íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê,
îïðåäåëÿåìîå ñèñòåìîé óðàâíåíèé

F (x, y, p) = 0,

∂F (x, y, p)

∂p
= 0.

Åñëè åùå íà P -äèñêðèìèíàíòíîé êðèâîé âûïîëíÿåòñÿ òàêîå óñëîâèå,
÷òî F ′

x + F ′
y · p = 0, òî P -äèñêðèìèíàíòíàÿ êðèâàÿ � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ.

Èòàê, P -äèñêðèìèíàíòíàÿ êðèâàÿ áóäåò îñîáûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ,
åñëè:

1) îíà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé;
2) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ êàñàíèÿ ýòîé êðèâîé ñ äðóãèìè èíòåãðàëüíû-

ìè êðèâûìè.

Çàäà÷à 297. Íàéòè îñîáîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, åñëè
èçâåñòíî ñåìåéñòâî ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ: à) y = Cx2 − C2; á) Cy =
(x− C)2.

Ðåøåíèå. à) Íàõîäèì C-äèñêðèìèíàíòíóþ êðèâóþ. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:
Φ(x, y, C) = Cx2 − C2 − y. Ïîëó÷àåì Φ′

C = x2 − 2C.
Òîãäà ñèñòåìà, îïðåäåëÿþùàÿ êðèâóþ, èìååò âèä:{

Cx2 − C2 − y = 0,
x2 − 2C = 0.

Èñêëþ÷àåì ïàðàìåòð C è ïîëó÷àåì y = x4/4 � C-äèñêðèìèíàíòíàÿ
êðèâàÿ. Ïðîâåðèì òåïåðü, áóäåò ëè ýòà êðèâàÿ îãèáàþùåé.

Äëÿ ýòîãî íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå: Φ′
y = −1 ̸= 0, Φ′

x = 2Cx = x3.
Åñëè ðàññìàòðèâàòü êîíå÷íûé îòðåçîê, òî x ∈ [a, b], |Φx| ≤ M , |Φ′

y| ≤ N ,
ãäå a è b � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà. Çíà÷èò, óñëîâèÿ à) è á) âûïîëíÿþòñÿ, òî
åñòü y = x4/4 � îãèáàþùàÿ, èëè îñîáîå ðåøåíèå.

á) Îáîçíà÷èì Φ(x, y, C) = Cy − (x − C)2. Òîãäà Φ′
C = y + 2(x − C).

Çíà÷èò, ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùàÿ C-äèñêðèìèíàíòíóþ êðèâóþ,
èìååò âèä {

Cy − (x− C)2 = 0,
y + 2(x− C) = 0.

Èñêëþ÷àåì C è ïîëó÷àåì y(y + 4x) = 0. Â ýòîì ñëó÷àå C-äèñêðèìè-
íàíòíàÿ êðèâàÿ ñîñòîèò èç äâóõ ïðÿìûõ: y = −4x è y = 0.

1) Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ y = 0, èëè â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå: y = 0,
x = C. Òîãäà x′C = 1 ̸= 0, ñëåäîâàòåëüíî, y = 0 � îãèáàþùàÿ.

2) Àíàëîãè÷íî, çàïèøåì óðàâíåíèé ïðÿìîé y + 4x = 0 â ïàðàìåòðè÷å-
ñêîé ôîðìå: x = C, y = −4C. Îòñþäà x′C = 1 ̸= 0, y′C = −4 ̸= 0, òî åñòü
y = −4x � îãèáàþùàÿ.
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Çàäà÷à 289. Ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå y = 2xy′ − 4(y′)3.

Ðåøåíèå. Ýòî óðàâíåíèå Ëàãðàíæà, èìåþùåå ïàðàìåòðè÷åñêèé âèä:

y′ = p, x = x, y = 2xp− 4p3.

Íàéäåì ïîëíûé äèôôåðåíöèàë ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà è çàìåíèì dy íà
pdx. Èìååì: pdx+ [2x− 12p2]dp = 0,

dx

dp
+

2

p
x = 12p, p ̸= 0.

Ïîëó÷èì ëèíåéíîå óðàâíåíèå. Åãî îáùåå ðåøåíèå x = 3p2 + Cp−2

(p ̸= 0). Òîãäà îáùåå ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â ïà-
ðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå:

x = 3p2 + Cp−2,
y = 2p3 + 2Cp−1.

Òàê êàê y = 2xp− 4p3, òî åñëè p = 0, ïîëó÷àåì, ÷òî y = 0 � ðåøåíèå.

Çàäà÷à 291. Ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå (y′)3 = 3(xy′ − y).

Ðåøåíèå. Ýòî óðàâíåíèå Êëåðî. Äåéñòâèòåëüíî, y = xy′ − (y′)3/3. Òîãäà
ìîæíî ñðàçó âûïèñàòü åãî îáùåå ðåøåíèå, çàìåíèâ y′ íà ïðîèçâîëüíóþ
ïîñòîÿííóþ C. Ïîëó÷àåì C3 = 3(xC − y).

Èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå Êëåðîâñåãäà îáëàäàåò îñîáûì ðåøåíèåì, åñëè
Ψ(y′) ̸= ay′, ãäå a � êîíñòàíòà, òî åñòü åãî C-äèñêðèìèíàíòíàÿ êðèâàÿ åñòü
îãèáàþùàÿ. Ñîñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ C-äèñêðèìèíàí-
òíîé êðèâîé: {

C3 = 3(xC − y),
C2 = x.

Èñêëþ÷àåì C è ïîëó÷àåì, ÷òî 9y2 − 4x3 = 0 � îñîáîå ðåøåíèå.
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